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ÄÈÄÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏËÀÍ

Áàëàíñîâûå ìîäåëè. Ïîíÿòèå î ìåæîòðàñëåâîì áàëàíñå.
Ìåæîòðàñëåâàÿ áàëàíñîâàÿ ìîäåëü è å¸ ñâîéñòâà. Çàäà÷è, ðåøàåìûå
ñ ïîìîùüþ áàëàíñîâîé ìîäåëè. Ðåøåíèå ñèñòåìû áàëàíñîâûõ
óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû, êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ è êîñâåííûõ âíóòðèïðîèçâîäñòâåííûõ
çàòðàò, ïðÿìûõ è ïîëíûõ çàòðàò òðóäà è êàïèòàëîâëîæåíèé.

Ìîäåëè ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ. Íàçíà÷åíèå è
îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ. Ñåòåâàÿ
ìîäåëü è å¸ îñíîâíûå ýëåìåíòû. Ïîðÿäîê è ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ñåòåâûõ
ãðàôèêîâ. Óïîðÿäî÷èâàíèå ñåòåâîãî ãðàôèêà. Ïîíÿòèå î ïóòè.
Âðåìåííûå ïàðàìåòðû ñåòåâûõ ãðàôèêîâ.

Àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà. Àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ
êàëåíäàðíûõ ñåòåé. Êîýôôèöèåíò íàïðÿæ¸ííîñòè ðàáîòû. Îïòèìèçàöèÿ
ñåòåâîãî ãðàôèêà ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ äëèíû êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Ýëåìåíòû òåîðèè èãð. Ïîíÿòèå îá èãðîâûõ ìîäåëÿõ. Ïëàò¸æíàÿ
ìàòðèöà. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíà èãðû. Ðåøåíèå èãðû â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ èãðîâûõ çàäà÷. Ïðèâåäåíèå
ìàòðè÷íîé èãðû ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìîäåëèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ñèòóàöèé â òåðìèíàõ �èãðû
ñ ïðèðîäîé�. Îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ èãðîâûõ çàäà÷ â òåðìèíàõ �èãðû
ñ ïðèðîäîé�. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû èãðû. Ïîíÿòèå ðèñêà. Îñíîâíûå
êðèòåðèè âûáîðà ëó÷øåé ñòðàòåãèè.
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ÏÅÐÅ×ÅÍÜ ÓÌÅÍÈÉ

¹

ï/ï
Óìåíèÿ Àëãîðèòìû

1 Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ïðÿìûõ çàòðàò aij.

1. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé xij.
2. Îïðåäåëåíèå îáúåìà ïðîèçâîäñòâà îò-

ðàñëè xj.

3. Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ
çàòðàò ïî ôîðìóëå:

aij = xij/xj,

ãäå xij � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè i-é îòðàñ-

ëè, ðàñõîäóåìîå â j-îé îòðàñëè; xj � îáúåì
ïðîèçâîäñòâà j-é îòðàñëè

2 Îïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ íåïðî-
èçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ

yi.

1. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé xij.
2. Îïðåäåëåíèå îáúåìà ïðîèçâîäñòâà îò-

ðàñëè xi.
3. Îïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ íåïðîèçâîäñò-

âåííîãî ïîòðåáëåíèÿ yi ïî ôîðìóëå:

yi = xi -∑
j

ijx ,

ãäå xi � îáúåì ïðîèçâîäñòâà i-é îòðàñëè;

xij � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè,
ðàñõîäóåìîå â j-îé îòðàñëè

3 Ðàñ÷åò ïîëíîãî ðåçåðâà âðå-
ìåíè ðàáîòû.

1. Îïðåäåëåíèå ñðîêà Tj
(1).

2. Îïðåäåëåíèå ñðîêà Tj
(0).

3. Îïðåäåëåíèå âðåìåíè tij.
4. Ðàñ÷åò ïîëíîãî ðåçåðâà âðåìåíè Rï(ij)

ïî ôîðìóëå:

Rï(ij) = Tj
(1) � Tj

(0) � tij,
ãäå Tj

(1) � íàèáîëåå ïîçäíåå âðåìÿ íàñòóï-
ëåíèÿ ñîáûòèÿ Pj, Tj

(0) � íàèáîëåå ðàííåå

âðåìÿ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ Pj, tij � ïðî-

äîëæèòåëüíîñòü ðàáîòû ij.

4 Ðàñ÷åò äëèíû ïóòè L(Pi, Pj)
ìåæäó ñîáûòèÿìè i è j ïî ñå-

òåâîìó ãðàôèêó.

1. Îïðåäåëåíèå ðàáîò, âõîäÿùèõ â ïóòü.
2. Îïðåäåëåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðà-

áîò, âõîäÿùèõ â ïóòü.

3. Ðàñ÷åò äëèíû ïóòè ïî ôîðìóëå:

Lij = ∑ ,t jk,im

tim,jk � ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò, âõîäÿ-
ùèõ â ïóòü; im, jk � ñîáûòèÿ, ïîñëåäîâà-

òåëüíî âõîäÿùèå â ïóòü.
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5 Îïðåäåëåíèå äëèíû êðèòè÷å-
ñêîãî ïóòè Lêð.

1. Îïðåäåëåíèå ïåðå÷íÿ ïîëíûõ ïóòåé.
2. Îïðåäåëåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòåé ðà-

áîò.
3. Ðàñ÷åò äëèíû ïîëíûõ ïóòåé.
4. Îïðåäåëåíèå äëèíû êðèòè÷åñêîãî ïó-

òè ïî ôîðìóëå:
Lêð. = max{Lm(P0, Pn)},

Lm(P0, Pn) � äëèíà ïîëíîãî ïóòè ñåòè, m �
÷èñëî ïîëíûõ ïóòåé ñåòè.

6 Îïðåäåëåíèå íèæíåé öåíû èã-

ðû α ïî ôîðìóëå:

ijji aminmax=α
(aij � çíà÷åíèÿ âûèãðûøà ïðè
êàæäîé ïàðå ñòðàòåãèé)

1. Ïîñòðîåíèå ïëàòåæíîé ìàòðèöû ija .

2. Ïîñòðîåíèå âåêòîðà αi ïî ôîðìóëå:

i jjaminá= .

3. Îïðåäåëåíèå íèæíåé öåíû α ïî ôîð-
ìóëå:

iimaxαα = .

7 Îïðåäåëåíèå âåðõíåé öåíû
èãðû â   ïî ôîðìóëå:

â
ijij amaxmin=

(aij � çíà÷åíèÿ âûèãðûøà ïðè
êàæäîé ïàðå ñòðàòåãèé)

1. Ïîñòðîåíèå ïëàòåæíîé ìàòðèöû 
ija .

2. Ïîñòðîåíèå âåêòîðà â i ïî ôîðìóëå:

 â
ijiamax= .

3. Îïðåäåëåíèå âåðõíåé öåíû β ïî ôîð-
ìóëå:

â
jmin= â j

8 Îïðåäåëåíèå ñåäëîâîé òî÷êè
èãðû v* ïî ôîðìóëå:

v* = α = β;
α - íèæíÿÿ öåíà èãðû, β -
âåðõíÿÿ öåíà èãðû

1. Ïîñòðîåíèå ïëàòåæíîé ìàòðèöû 
ija .

2. Îïðåäåëåíèå íèæíåé öåíû α ïî ôîð-
ìóëå:

i jji aminmax=α
(aij � çíà÷åíèÿ âûèãðûøà ïðè êàæäîé ïà-
ðå ñòðàòåãèé).

3. Îïðåäåëåíèå âåðõíåé öåíû β ïî ôîð-
ìóëå:

â
ijij amaxmin=

(aij � çíà÷åíèÿ âûèãðûøà ïðè êàæäîé ïà-
ðå ñòðàòåãèé).
4. Îïðåäåëåíèå ñåäëîâîé òî÷êè èãðû v*

ïî ôîðìóëå.
9 Îïðåäåëåíèå ÷àñòîò p1 è p2

ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé À1 è
À2 äëÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòå-

ãèè èãðîêà À â èãðå 2×2 ïî
ôîðìóëàì:

p1 =(a22 � a21)/(a11 + a22 �a12 �
a21);

p2 = 1- p1

1. Ïîñòðîåíèå ïëàòåæíîé ìàòðèöû 
ija .

2. Ðàñ÷åò p1 ïî ôîðìóëå.
3. Ðàñ÷åò p2 ïî ôîðìóëå.

10 Îïðåäåëåíèå öåíû èãðû 2×2
ïðè ïðèìåíåíèè ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèé ïî ôîðìóëå:

ν = a11p1 + a21p2

1. Îïðåäåëåíèå a11 è a21.

2. Îïðåäåëåíèå p1 è p2.

3. Ðàñ÷åò öåíû èãðû ïî ôîðìóëå.
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ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÁÇÎÐ*

1. ÁÀËÀÍÑÎÂÛÅ ÌÎÄÅËÈ

1.1. Ïîíÿòèå î ìåæîòðàñëåâîì áàëàíñå

Îäíî èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ïðîèçâîäñòâåííî-òåõíîëîãè÷åñêèõ óðîâíåé ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,
ñâÿçàíî ñ îïèñàíèåì äâèæåíèÿ ïîòîêîâ ïðîäóêòîâ è ðåñóðñîâ ìåæäó
ïðîèçâîäñòâåííûìè åäèíèöàìè. Áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ â ýêîíîìèêå
àíàëîãè÷íû çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ôèçèêå. Áàëàíñîâûé
ìåòîä � ìåòîä âçàèìíîãî ñîïîñòàâëåíèÿ èìåþùèõñÿ ìàòåðèàëüíûõ,
òðóäîâûõ è ôèíàíñîâûõ ðåñóðñîâ è ïîòðåáíîñòåé â íèõ. Äëÿ
êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñîîòíîøåíèÿ ïîòðåáíîñòåé è ðåñóðñîâ
èñïîëüçóþòñÿ áàëàíñîâûå ìîäåëè. Áàëàíñîâàÿ ìîäåëü � ñèñòåìà
óðàâíåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ âûðàæàåò òðåáîâàíèå áàëàíñà ìåæäó
ïðîèçâîäèìûì ýêîíîìè÷åñêèìè îáúåêòàìè êîëè÷åñòâîì ïðîäóêöèè è
ñîâîêóïíîé ïîòðåáíîñòüþ â ýòîé ïðîäóêöèè. Ïðèâåäåì ïðèìåð
ïðîñòåéøåé áàëàíñîâîé ìîäåëè. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïðîèçâîäñòâåííûå
åäèíèöû, è ïðîäóêò ïåðâîé ÿâëÿåòñÿ ñûðüåì äëÿ âòîðîé, à òàêæå ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ âíå ñèñòåìû â êîëè÷åñòâå w. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû
áàëàíñîâîå ñîîòíîøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

w + x2 ≤ ó1,
ãäå õ

2
 � ïîòðåáëåíèå ñûðüÿ âòîðîé ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöåé,

y
1
 � âûïóñê ïðîäóêöèè ïåðâûì ïîäðàçäåëåíèåì.

Â îáùåì âèäå ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ñóììàðíîå èñïîëüçîâàíèå ëþáîãî ðåñóðñà
â ñèñòåìå íå áîëüøå, ÷åì åãî çàïàñû ïëþñ åãî ïðîèçâîäñòâî ïëþñ
ïîñòàâêè èçâíå.

Ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ õàðàêòåðèçóåò ñèñòåìó áàëàíñîâûõ
ñîîòíîøåíèé ìåæäó îòðàñëÿìè ýêîíîìèêè.

Ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàáëèöó, õà-
ðàêòåðèçóþùóþ ñâÿçè ìåæäó îòðàñëÿìè ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðåæäå
÷åì ñîñòàâèòü òàêóþ òàáëèöó, íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ñïèñîê îòðàñëåé,
êîòîðûå áóäóò ôèãóðèðîâàòü â ìåæîòðàñëåâîì áàëàíñå. ×èñëî îòðàñëåé,
âêëþ÷åííîå  â ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ, îáîçíà÷èì ÷åðåç n.
Ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ
ðàçäåëîâ (÷àñòî íàçûâàåìûõ êâàäðàíòàìè). Îáùèé âèä ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà ïðèâåäåí â òàáëèöå 1. Â áàëàíñå ïðèñóòñòâóþò âñå âûáðàííûå
íàìè îòðàñëè ìàòåðèàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà. Êàæäîé îòðàñëè â áàëàíñå
ñîîòâåòñòâóþò, âî-ïåðâûõ, îòäåëüíàÿ ñòðîêà â áàëàíñå, è, âî-âòîðûõ,
îòäåëüíûé ñòîëáåö. Òàê,   i-é îòðàñëè ñîîòâåòñòâóþò i-ÿ ñòðîêà è i-é ñòîëáåö

____________________________________________________________________________________________________
* Æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû íîâûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî óñâîèòü. Çíàíèå

ýòèõ ïîíÿòèé áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ ïðè òåñòèðîâàíèè.
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áàëàíñà. Ìàòðèöà ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè n ïåðâûõ ñòðîê
è n ïåðâûõ ñòîëáöîâ áàëàíñà, íàçûâàåòñÿ ïåðâûì ðàçäåëîì (ïåðâûì
êâàäðàíòîì) ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà. Ýòî � âàæíåéøàÿ ÷àñòü
ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà, ïîñêîëüêó èìåííî â íåé ñîäåðæèòñÿ
èíôîðìàöèÿ î ìåæîòðàñëåâûõ ñâÿçÿõ: íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî
ñòîëáöà ñòîèò âåëè÷èíà xij, ïîêàçûâàþùàÿ ïðîèçâîäñòâåííûå çàòðàòû
j-é îòðàñëüþ ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè çà ãîä. Ïóñòü, ñêàæåì, ïåðâàÿ îòðàñëü
áàëàíñà � ïðîèçâîäñòâî ýëåêòðîýíåðãèè, âòîðàÿ � óãîëüíàÿ
ïðîìûøëåííîñòü. Òîãäà âåëè÷èíà õ12 èìååò ñìûñë ãîäîâûõ çàòðàò
ýëåêòðîýíåðãèè íà ïðîèçâîäñòâî óãëÿ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû
xij (i = 1, � , n; j = 1, � , n) õàðàêòåðèçóþò ìåæîòðàñëåâûå ïîñòàâêè ñûðüÿ,
ìàòåðèàëîâ, òîïëèâà è ýíåðãèè, îáóñëîâëåííûå ïðîèçâîäñòâåííîé
äåÿòåëüíîñòüþ îòðàñëåé ïðîèçâîäñòâà.

Òàáëèöà 1

Ðàññìîòðèì i-þ ñòðîêó. Âåëè÷èíû õ
i1
, õ

i2
, ..., x

in
 îïèñûâàþò ïîñòàâêè

i-é îòðàñëè äðóãèì îòðàñëÿì íàðîäíîãî õîçÿéñòâà, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå
ïðîäóêöèè   i-é îòðàñëè êàê ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà äëÿ äðóãèõ îòðàñëåé.
Åñëè ìû ðàññìîòðèì i-é ñòîëáåö, òî âåëè÷èíû õ

i1
, õ

i2
, ..., x

in
 áóäóò îïèñûâàòü

ïîòðåáëåíèå i-é îòðàñëüþ ñûðüÿ, ìàòåðèàëîâ, òîïëèâà è ýíåðãèè,
ïîëó÷åííûõ èç äðóãèõ îòðàñëåé ìàòåðèàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà. Òàêèì
îáðàçîì, ïåðâûé ðàçäåë ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà äàåò îáùóþ êàðòèíó
ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóêöèè íà ïðîèçâîä-
ñòâåííûå öåëè âñåõ n îòðàñëåé ìàòåðèàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà. Â ýòîì
ñîñòîèò îãðîìíîå ïðåèìóùåñòâî ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ïåðåä
áàëàíñàìè îòäåëüíûõ ïðîäóêòîâ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âåëè÷èíû x
ij
 îòðàæàþò ñòîèìîñòü ñðåäñòâ

ïðîèçâîäñòâà, ò.å. âûðàæàþòñÿ â ðóáëÿõ. Áàëàíñ òàêîãî ðîäà ïðèíÿòî

Îò ðàñëè 1 2 … n Èò îãî
Êî íå÷íàÿ

ïðîäóêöèÿ

Âà ëîâàÿ

ïðîäóêöèÿ

1 x11 x12 x1n ∑
j

j1x y1 x1

2 x21 x22 x2n ∑
j

j2x y2 x2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

n xn1 xn2 xnn ∑
j

njx yn xn

Èò îãî ∑
i

1ix ∑
i

2ix … ∑
i

inx ∑∑
i j

ijx ∑
i

iy ∑
i

ix

×èñòàÿ

ïðîäóêöèÿ
v1 v2 … vn ∑

j

jv

Âñåãî x1 x2 … xn ∑
j

jx
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íàçûâàòü ñòîèìîñòíûì. Ïîñêîëüêó âñå ÷èñëà â ïåðâîì êâàäðàíòå
èçìåðÿþòñÿ â îäíèõ è òåõ æå åäèíèöàõ, èõ ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü.
Íàéäåì ñóììó âåëè÷èí xij ïî i-é ñòðîêå â ïðåäåëàõ ïåðâîãî ðàçäåëà
ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà:

.x

n

1j

ij∑
=

Ýòà âåëè÷èíà îçíà÷àåò ñóììó âñåõ ïîñòàâîê i-é îòðàñëè äðóãèì
îòðàñëÿì ìàòåðèàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà, ò. å. õàðàêòåðèçóåò

ïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå. Âåëè÷èíû ∑
=1j

ijx  äëÿ âñåõ îòðàñëåé

îáðàçóþò ñòîëáåö, êîòîðûé çàíîñèòñÿ â ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ ñïðàâà

îò ìàòðèöû ìåæîòðàñëåâûõ ïîòîêîâ x
ij
. Ñòîëáåö âåëè÷èí ∑

=

n

1j

ijx ,

 ãäå i = 1, �, n, òàêæå îòíîñÿò ê ïåðâîìó ðàçäåëó áàëàíñà.
Òåïåðü ðàññìîòðèì j-é ñòîëáåö è ñóììó âåëè÷èí xij ïî ýòîìó ñòîëáöó:

.x

n

1i

ij∑
=

Âåëè÷èíà ∑
=

n

1i

ijx  ðàâíà ñóììå ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò j-é îòðàñëè

çà ãîä. Ñòðîêà âåëè÷èí ∑
=

n

1i

ijx , ãäå j = 1, ... , n, çàíîñèòñÿ â ìåæîòðàñëåâîé

áàëàíñ ñíèçó îò ìàòðèöû ìåæîòðàñëåâûõ ïîòîêîâ è òàêæå ñ÷èòàåòñÿ
÷àñòüþ ïåðâîãî ðàçäåëà áàëàíñà.

Èòàê, ïåðâûé ðàçäåë ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ñîñòîèò èç (n + 1)
ñòðîê è (n + 1) ñòîëáöîâ, ïðè÷åì â (n + 1)-ì ñòîëáöå ñòîÿò ñóììû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê, à â (n + 1)-é ñòðîêå � ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòîëáöîâ. Íà ïåðåñå÷åíèè (n + 1)-é ñòðîêè è (n + 1)-ãî ñòîëáöà ñòîèò
âåëè÷èíà

,x

n

1i

n

1j

ij∑∑
= =

ò. å. ñóììà n ïåðâûõ ýëåìåíòîâ (n + 1)-ãî ñòîëáöà. Ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî ýòà âåëè÷èíà ðàâíà òàêæå ñóììå n ïåðâûõ ýëåìåíòîâ (n + 1)-é ñòðîêè.
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×èñëî ∑∑
= =

n

1i

n

1j

ijx  ðàâíî ñóììå âñåõ ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò âñåõ

îòðàñëåé (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ
ïðîäóêöèè âñåõ îòðàñëåé). Ýòî òàê íàçûâàåìûé ïðîìåæóòî÷íûé ïðîäóêò
íàðîäíîãî õîçÿéñòâà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîãî ðàçäåëà, ïîñâÿùåííîãî
êîíå÷íîìó ïðîäóêòó íàðîäíîãî õîçÿéñòâà. Ñïðàâà îò ñòîëáöà
ïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ ïðîäóêöèè îòðàñëåé ðàñïîëîæåí
ñòîëáåö êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ ïðîäóêöèè îòðàñëåé, ïîä êîòîðûì
ïîíèìàþòñÿ ëè÷íîå è îáùåñòâåííîå ïîòðåáëåíèå, íå èäóùèå íà òåêóùåå
ïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå. Ñþäà âêëþ÷àþòñÿ íàêîïëåíèå è âîç-
ìåùåíèå âûáûòèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ, ïðèðîñò çàïàñîâ, ëè÷íîå
ïîòðåáëåíèå íàñåëåíèÿ, ðàñõîäû íà ñîäåðæàíèå ãîñóäàðñòâåííîãî
àïïàðàòà è îáîðîíó, çàòðàòû ïî îáñëóæèâàíèþ íàñåëåíèÿ (ïðîñâåùåíèå,
çäðàâîîõðàíåíèå è ò. ä.). Êðîìå òîãî, â êîíå÷íûé ïðîäóêò âõîäèò ñàëüäî
ýêñïîðòà è èìïîðòà ïðîäóêöèè. Â íàøåé òàáëèöå êîíå÷íîå ïîòðåáëå-
íèå ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè îáîçíà÷åíî ÷åðåç ó

i
. Êðîìå êîíå÷íîãî

ïîòðåáëåíèÿ êî âòîðîìó ðàçäåëó áàëàíñà îòíîñÿò ñòîëáåö ñóììàðíûõ
(âàëîâûõ) âûïóñêîâ îòðàñëåé. Ñóììàðíûé âûïóñê îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ
i-é îòðàñëè êàê

xi = ∑
=

n

1j

ijx  + yi, i = 1, � , n.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ïîñëåäíèé, (n + 3)-é ñòîëáåö áàëàíñà
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà (n + 1)-ãî è (n + 2)-ãî ñòîëáöîâ. Â (n + 1)-é
ñòðîêå âòîðîãî ðàçäåëà ñòîÿò ñóììû

∑
=

n

1i

iy , ∑
=

n

1i

ix .

Ïåðâàÿ ñóììà ðàâíà ñóììàðíîìó êîíå÷íîìó ïðîäóêòó íàðîäíîãî
õîçÿéñòâà, à âòîðàÿ � ñóììàðíîìó âàëîâîìó ïðîäóêòó.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òðåòüåãî ðàçäåëà ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà íàðîäíîãî õîçÿéñòâà. Òðåòèé ðàçäåë ðàñïîëîæåí ïîä ïåðâûì
ðàçäåëîì è îòðàæàåò ñòîèìîñòíóþ ñòðóêòóðó âàëîâîãî ïðîäóêòà îòðàñëåé.
Â íàøåé òàáëèöå òðåòèé ðàçäåë ñîñòîèò èç äâóõ ñòðîê. Â ïåðâîé èç íèõ
ñòîÿò âåëè÷èíû vj (j = 1, .... , n), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îçíà÷àåò óñëîâíî-
÷èñòóþ ïðîäóêöèþ îòðàñëè, ðàâíóþ ðàçíèöå ìåæäó âàëîâîé ïðîäóêöèåé

õj îòðàñëè è ïðîèçâîäñòâåííûìè çàòðàòàìè ∑
=

n

1i

ij ,x  ò.å.
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vj = xj - 
,x

n

1i

ij∑
=

 j = 1, � , n.

Îáû÷íî â ìåæîòðàñëåâûõ áàëàíñàõ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà óñëîâíî-
÷èñòàÿ ïðîäóêöèÿ êàæäîé îòðàñëè ðàçäåëÿåòñÿ íà àìîðòèçàöèîííûå
îò÷èñëåíèÿ, èäóùèå íà âîçìåùåíèå âûáûòèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ, è ÷èñòóþ
ïðîäóêöèþ îòðàñëè, â êîòîðóþ âêëþ÷àþòñÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà, ïðèáûëü
è ò. ä. Â (n+1)-ì ñòîëáöå òðåòüåãî ðàçäåëà áàëàíñà ñòîÿò ñóììû ñòðîê.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èç ðàçëîæåíèÿ ïðîäóêöèè îòðàñëè íà
êîíå÷íûé è ïðîìåæóòî÷íûé ïðîäóêòû:

xi = ∑
=

n

1i

ijx  + yi, i = 1, � , n,

è èç ðàçëîæåíèÿ ïðîäóêöèè îòðàñëè íà ïðîèçâîäñòâåííûå çàòðàòû è
óñëîâíî-÷èñòóþ ïðîäóêöèþ:

xj = ∑
=

n

1i

ijx  + vj, j = 1, � , n,

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

),vx()yx(

n

1j

i

n

1i

ij

n

1i

i

n

1j

ij ∑ ∑∑ ∑
= == =

+=+

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

∑∑
==

=
n

1j

j

n

1i

i .vy

Ñóììàðíûé êîíå÷íûé ïðîäóêò íàðîäíîãî õîçÿéñòâà ðàâåí
ñóììàðíîé óñëîâíî-÷èñòîé ïðîäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, â òðåòüåì ðàçäåëå
òàêæå ôèãóðèðóåò êîíå÷íûé ïðîäóêò, íî åñëè âî âòîðîì ðàçäåëå îí
ðàçáèâàåòñÿ íà âåëè÷èíû yi, õàðàêòåðèçóþùèå ñòðóêòóðó ïîòðåáëåíèÿ
êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, òî â òðåòüåì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, â êàêèõ
îòðàñëÿõ ýêîíîìèêè áûëà ïðîèçâåäåíà ñòîèìîñòü êîíå÷íîãî ïðîäóêòà.

×åòâåðòûé ðàçäåë ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà íå èìååò íå-
ïîñðåäñòâåííîãî îòíîøåíèÿ ê óñëîâèÿì ïðîèçâîäñòâà è ðåàëèçàöèè
ïðîäóêöèè. Ýòîò ðàçäåë õàðàêòåðèçóåò ïåðåðàñïðåäåëèòåëüíûå îòíî-
øåíèÿ â íàðîäíîì õîçÿéñòâå, îñóùåñòâëÿåìûå ÷åðåç ôèíàíñîâî-
êðåäèòíóþ ñèñòåìó.

Ðàññìîòðåííûé ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ � ýòî åùå íå ìîäåëü, à
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè îá ýêîíîìèêå
ñòðàíû. Îí ñòðîèòñÿ íà îñíîâå àãðåãèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ äåÿòåëüíîñòè
îòäåëüíûõ ïðåäïðèÿòèé.
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Áàëàíñû ìåæîòðàñëåâîãî òèïà ìîãóò ñòðîèòüñÿ íå òîëüêî äëÿ
íàðîäíîãî õîçÿéñòâà â öåëîì, íî è äëÿ îòäåëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ
ðàéîíîâ. Ïðîèçâîäñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ðàéîíàìè ìîãóò áûòü îïèñàíû
â ìåæðàéîííûõ áàëàíñàõ.

1.2. Ìåæîòðàñëåâàÿ áàëàíñîâàÿ ìîäåëü è åå ñâîéñòâà

Ðàñïðåäåëåíèå ïðîäóêöèè êàæäîé îòðàñëè â ìåæîòðàñëåâîì
áàëàíñå íàðîäíîãî õîçÿéñòâà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

x
i
 = ,yx i

n

1j

ij +∑
=

 i = 1, � , n. (1)

Îáû÷íî ìåæîòðàñëåâàÿ ìîäåëü ñòðîèòñÿ íà ñëåäóþùèõ ïðåä-
ïîñûëêàõ:

1) â êàæäîé îòðàñëè èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ òåõíîëîãèÿ
ïðîèçâîäñòâà;

2) íîðìû ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò íå çàâèñÿò îò îáúåìà
âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè;

3) íå äîïóñêàåòñÿ çàìåùåíèå â ïðîèçâîäñòâå îäíèõ âèäîâ
ïðîäóêöèè äðóãèìè.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âåëè÷èíà õ
ij
 äëÿ âñåõ i è j äîëæíà èìåòü

ñëåäóþùèé âèä:
x

ij
 = a

ij
x

j
, i = 1, � , n, j = 1, � , n. (2)

Âåëè÷èíà a
ij
 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðÿìûõ çàòðàò.

Êîýôôèöèåíò ïðÿìûõ ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò � êîëè÷åñòâî çàòðàò
ïðîìåæóòî÷íîé ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà
åäèíèöû ïðîäóêöèè â j-é îòðàñëè, ðàâíîå à

ij
. Ïîêàçûâàåò, êàêîå

êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè íåîáõîäèìî, åñëè ó÷èòûâàòü òîëüêî
ïðÿìûå çàòðàòû, äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè.

Êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè
â ìåæîòðàñëåâûõ ìîäåëÿõ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñîîòíîøåíèå
(2), ïî ñóùåñòâó, îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ çàòðàò äëÿ îòðàñëè. Ýòî
ñîîòíîøåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ïî âûïóñêó x

j
 ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè íà

îñíîâå òåõíîëîãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ à
ij
 îïðåäåëèòü çàòðàòû

õ
ij
 (i = 1, ... , n) ïðîäóêöèè äðóãèõ îòðàñëåé.

1.3. Çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ áàëàíñîâîé ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ áàëàíñîâîé
ìîäåëè. Ïóñòü âåñü ïðîèçâîäñòâåííûé ñåêòîð íàðîäíîãî õîçÿéñòâà
ðàçáèò íà n ÷èñòûõ îòðàñëåé. ×èñòàÿ îòðàñëü � ýòî óñëîâíîå ïîíÿòèå �
íåêîòîðàÿ ÷àñòü íàðîäíîãî õîçÿéñòâà, áîëåå èëè ìåíåå öåííàÿ.

Ïóñòü õ
ij
 � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè i-îé îòðàñëè, ðàñõîäóåìîå â j-é

îòðàñëè, x
i
 � îáúåì ïðîèçâîäñòâà i-é îòðàñëè, ó

i
 � îáúåì ïîòðåáëåíèÿ
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ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè â íåïðîèçâîäñòâåííîé ñôåðå. Ïðè ýòîì

yi = õi - ∑ ijx . Ìàòðèöà Õ = (õij), êàê ìû óæå çíàåì, ñîäåðæèò âåñüìà

ìíîãî èíôîðìàöèè. Òàê, åå i-ÿ ñòðîêà õàðàêòåðèçóåò èñïîëüçîâàíèå
ïðîäóêöèè i-îé îòðàñëè ïî âñåìó íàðîäíîìó õîçÿéñòâó, a j-é ñòîëáåö
õàðàêòåðèçóåò j-þ îòðàñëü: ÷òî è â êàêèõ êîëè÷åñòâàõ îíà èñïîëüçóåò.

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì. Ïóñòü àij = xij / xj � êîëè÷åñòâî
åäèíèö ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, ðàñõîäóåìîå íà ïðîèçâîäñòâî îäíîé
åäèíèöû ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè. ×èñëà àij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
ïðÿìûõ çàòðàò j-é îòðàñëè è õàðàêòåðèçóþò òåõíîëîãèþ ýòîé îòðàñëè.
×èñëî æå ó i/xi åñòü äîëÿ ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, èäóùàÿ íà
íåïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå. Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü
ôóíêöèîíèðóþò âñåãî äâå îòðàñëè. Èñïîëüçîâàíèå ïðîäóêöèè ýòèõ
îòðàñëåé çàäàíî ìàòðèöåé:

30 50 | 100
 80 80 | 200.

Íóæíî ñîñòàâèòü ìàòðèöó À êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò, íàéòè
ðàçìåðû íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ.

Ðåøåíèå. ó1 = 100 - (30 + 50) = 20, ó2 = 40, äàëåå íàõîäèì
êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò: a11 = 30/100; a12 = 50/200 = 0,25; a21 =
80/100 = 0,80; à22 = 80/200 = 0,40.

1.4. Ðåøåíèå ñèñòåìû áàëàíñîâûõ óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîé
ôîðìå

Åñëè ñîîòíîøåíèå (2) ïîäñòàâèòü â áàëàíñ ïðîäóêöèè (1), òî ñðàçó
ïîëó÷àåì:

x
i
 = ∑

=

+
n

1j

ijij ,yxa  i = 1, � , n.

Ýòî ñîîòíîøåíèå óäîáíî çàïèñûâàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:
x = Ax + y,           (3)

ãäå x = (x
1
, ... , x

n
), ó = (y

1
, ... , ó

n
), À � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ à

ij
,

i = 1, ... , n, j = 1, ... , n (ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò). Ñîîòíîøåíèå (3) ïðèíÿòî
íàçûâàòü áàëàíñîì ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóêöèè. Îíî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ñîîòíîøåíèåì â ìåæîòðàñëåâûõ ìîäåëÿõ.

Ìàòðèöà À òàêæå íàçûâàåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêîé ìàòðèöåé.
Òåõíîëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà � òàáëèöà ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà,
ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ (íîðìàòèâîâ) ïðÿìûõ çàòðàò íà
ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðîäóêöèè â íàòóðàëüíîì âûðàæåíèè.

Îäèí èç ìåòîäîâ ïîäñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò �
íîðìàòèâíûé. Â íåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòðàñëè ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ò. å. ñîñòîÿò èç îòäåëüíûõ ïðîèçâîäñòâ,
äëÿ êîòîðûõ óæå ðàçðàáîòàíû íîðìàòèâû çàòðàò. Åñëè çàðàíåå çíàòü,



15
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

êàêóþ ïðîäóêöèþ áóäóò âûïóñêàòü ïðîèçâîäñòâà îòðàñëè, òî ïî
íîðìàòèâàì çàòðàò ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñðåäíåîòðàñëåâûå êîýôôèöèåíòû
ïðÿìûõ çàòðàò.

Åñëè êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò ïîäñ÷èòàíû, òî ñîîòíîøåíèå
(3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè çàäàòü êîíå÷íûé ïðîäóêò â îòðàñëåâîé ñòðóêòóðå, òî âàëîâûå âû-
ïóñêè îòðàñëåé ñîãëàñíî (3) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:

(Å - À)õ = ó,
ãäå Å � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî,

x = (E - A)-1y,  (4)
ãäå (Å - À)-1 � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöå (Å - À). Òàêèì îáðàçîì, áàëàíñ
ïðîäóêöèè íà îñíîâå êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò äàåò âîçìîæíîñòü
ïî êîíå÷íîìó âûïóñêó ñðàçó îïðåäåëÿòü âûïóñêè ïðîäóêöèè îòðàñëÿìè.

Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà,
èñïîëüçóåìàÿ â ôîðìóëå (4), à òàêæå íå ïîëó÷èì ëè ìû êîãäà-íèáóäü
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ âàëîâûõ âûïóñêîâ îòðàñëåé? Ïðåæäå ÷åì îò-
âåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ
ïðÿìûõ çàòðàò. Âî-ïåðâûõ, îíè íåîòðèöàòåëüíû, ò. å.

aij ≥ 0, i = 1, � , n, j = 1, � , n. (5)
Ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè âåëè÷èí xij è

ïîëîæèòåëüíîñòè âàëîâûõ âûïóñêîâ îòðàñëåé xj. Âî-âòîðûõ,

,1a

n

1i

ij <∑
=

 j = 1, � , n.  (6)

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç
 ñîîòíîøåíèÿ

x
j
 = ,vx j

n

1i

ij +∑
=

 j = 1, � , n

è òðåáîâàíèÿ
v

i
 > 0, j =1, ... , n,

ò. å. ïîëîæèòåëüíîñòè óñëîâíî-÷èñòîé ïðîäóêöèè âî âñåõ îòðàñëÿõ,
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

x
j
 > ,x

n

1i

ij∑
=

 j = 1, � , n.  (7)

Òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîñòè óñëîâíî-÷èñòîé ïðîäóêöèè ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó îäíîé èç ñîñòàâëÿþùèõ óñëîâíî-÷èñòîé
ïðîäóêöèè ÿâëÿåòñÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà. Ïîýòîìó óñëîâèå (7) îáû÷íî
âûïîëíÿåòñÿ. Èç ñîîòíîøåíèé (7) è (2) ïîëó÷àåì:
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xj > ,xa

n

1i

jij∑
=

ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6). Â òåîðèè ìàòðèö äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5) è (6) ìàòðèöà Â = (Å - À)-1 ñóùåñòâóåò è åå
ýëåìåíòû bij íåîòðèöàòåëüíû.

Èòàê, ïîëó÷àåì:
x = By. (8)

1.5. Ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ýëåìåíòîâ ìàòðèöû,
êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûx êîñâåííûõ âíóòðèïðîèçâîäñòâåííûõ
çàòðàò, ïðÿìûõ è ïîëíûõ çàòðàò òðóäà è êàïèòàëîâëîæåíèé

Ìàòðèöà Â íîñèò íàçâàíèå ìàòðèöû ïîëíûõ çàòðàò, à åå
êîýôôèöèåíòû bij � êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ çàòðàò. Êîýôôèöèåíòû
ïîëíûõ ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò � âåëè÷èíû, êîòîðûå ïîêàçûâàþò,
ñêîëüêî âñåãî íóæíî ïðîèçâåñòè ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè äëÿ âûïóñêà â
ñôåðó êîíå÷íîãî èñïîëüçîâàíèÿ åäèíèöû ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè.
Îáîçíà÷àþòñÿ êàê bij.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
Â = Å + À + À2 + À3 + ...  (9)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ìû óìíîæèì
ñëåâà íà (Å - À), òî ïîëó÷èì:

(E � A)(E + A + A2 + AÇ + ...) = E + A + A2 + AÇ + ... � A � A2 � A3 � ... = E.
Òàêèì îáðàçîì,

E + A + A2 + A3 +...= (E - A)-1 = B.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî

b
ij
 ≥ a

ij
    (i = l, .... n; j = 1, .... n),

ò.å. ÷òî êîýôôèöèåíò ïîëíûõ çàòðàò b
ij
, îïèñûâàþùèé ïîòðåáíîñòü â

âûïóñêå ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó êîíå÷íîé
ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè, íå ìåíüøå êîýôôèöèåíòà ïðÿìûõ çàòðàò,
ðàññ÷èòàííîãî íà âûïóñê åäèíèöû âàëîâîé ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè.

Èòàê, çíàíèå ìàòðèöû ïîëíûõ çàòðàò Â äàåò âîçìîæíîñòü íà îñíîâå
ñîîòíîøåíèÿ (8) ïî êîíå÷íîìó ïðîäóêòó îïðåäåëÿòü âàëîâûå âûïóñêè
îòðàñëåé, à çàòåì ïî âàëîâûì âûïóñêàì îòðàñëåé è ìàòðèöå ïðÿìûõ
çàòðàò ñòðîèòü ïëàíîâûé ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ ïî ôîðìóëå (2). Òàêàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü âàðèàíòíûå
ðàñ÷åòû ìåæîòðàñëåâûõ áàëàíñîâ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
èäåÿ î òîì, ÷òîáû âûáðàòü íàèëó÷øèé ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ, ò. å. ðåøàòü
îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó.

Â ðåàëüíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå âàëîâûå âûïóñêè îòðàñëåé
îãðàíè÷åíû íå òîëüêî èç-çà îãðàíè÷åíèé ïî ñûðüþ, òîïëèâó è ýíåðãèè,
íî è ïî äðóãèì ïðè÷èíàì. Äëÿ ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è õîòÿ áû
ãëàâíûå èç ýòèõ ïðè÷èí íåîáõîäèìî ó÷åñòü. Â ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíê-
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öèè ýêîíîìèêè ðåñóðñàìè ñ÷èòàþòñÿ îñíîâíûå ôîíäû è òðóäîâûå
ðåñóðñû. Â ìåæîòðàñëåâîé ìîäåëè êàæäàÿ îòðàñëü îïèñûâàåòñÿ
ôóíêöèåé çàòðàò (2), â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü ïðîèçâîäñòâåííîå
ïîòðåáëåíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ïðîäóêòà. Ïîïðîáóåì âêëþ÷èòü ýòè ðåñóðñû
â îïèñàíèå îòðàñëè. Äëÿ ýòîãî îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ ñ ïîñòîÿííûìè ïðîïîðöèÿìè:

xi ≤ min{di
1Ki, di

2Li}, i = 1, ..., n,  (10)
ãäå Ki � êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ ôîíäîâ â i-é îòðàñëè, di

1 � êîýôôèöèåíò
ôîíäîîòäà÷è â i-é îòðàñëè, Li, � ÷èñëî ðàáîòàþùèõ â i-é îòðàñëè, di

2 �
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà â i-é îòðàñëè. Îãðàíè÷åíèÿ ïî îñíîâíûì
ôîíäàì ÷àñòî çàïèñûâàþò â íåñêîëüêî èçìåíåííîé ôîðìå:

xi ≤ ξi, i = 1, � , n,  (11)
ãäå ξi = di

1Ki �  ìîùíîñòü i-é îòðàñëè, ò. å. ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ïðîäóêöèè, êîòîðîå îòðàñëü ìîæåò âûïóñòèòü ïðè èìåþùåìñÿ â íàëè÷èè
êîëè÷åñòâå îñíîâíûõ ôîíäîâ è ïîñòîÿííîé ôîíäîîòäà÷å. Îáû÷íî â
ìîäåëÿõ áàëàíñîâîãî òèïà âåëè÷èíà ôîíäîîòäà÷è ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé.
Âêëþ÷åíèå â ìîäåëü ñîîòíîøåíèé (11) ñ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè
xi  îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñ÷èòàåì ìîùíîñòè îòðàñëåé íåèçìåííûìè. Ïîñêîëüêó
ìîùíîñòè îòðàñëåé ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â ïðîöåññàõ èçíîñà ôîíäîâ,
ñòðîèòåëüñòâà íîâûõ ïðåäïðèÿòèé è ïåðåäà÷è ôîíäîâ èç îäíîé îòðàñëè
â äðóãóþ, òî íàäî îáúÿñíèòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ýòè ïðîöåññû ìîãóò íå
ó÷èòûâàòüñÿ. Ñòðîèòåëüñòâî íîâûõ ôîíäîâ çàíèìàåò ñðîê ïîðÿäêà íå-
ñêîëüêèõ ëåò, òàê ÷òî ïðîöåññ ñòðîèòåëüñòâà ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü â
äîñòàòî÷íî êðàòêîñðî÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Âåëè÷èíà èçíîñà ôîíäîâ
äîñòàòî÷íî ìàëà, òàê ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè åå ìîæíî ñ÷èòàòü íå
çàâèñÿùåé îò âûïóñêà ïðîäóêöèè â îòðàñëè èëè íå ðàññìàòðèâàòü
âîîáùå. Ïðîöåññû ïåðåäà÷è ìîùíîñòåé èç îäíîé îòðàñëè â äðóãóþ
âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèÿõ, ïîýòîìó èõ ìîæíî íå
ðàññìàòðèâàòü.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ èñïîëüçîâàíèÿ òðóäîâûõ ðåñóðñîâ.
Åñëè ïåðåäà÷à îñíîâíûõ ìîùíîñòåé èç îòðàñëè â îòðàñëü îáû÷íî íå
âñòðå÷àåòñÿ, òî ïåðåõîä ðàáî÷èõ ñ ïðåäïðèÿòèé îäíîé îòðàñëè íà
ïðåäïðèÿòèÿ äðóãîé îòðàñëè íàáëþäàåòñÿ ïîñòîÿííî. Ïîýòîìó
ôîðìóëèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ ïî òðóäîâûì ðåñóðñàì äëÿ êàæäîé îòðàñëè
â îòäåëüíîñòè âðÿä ëè ðàçóìíî. Â ñàìîì ïðîñòîì âàðèàíòå ìîæíî
çàïèñàòü îáùåå îãðàíè÷åíèå ïî òðóäîâûì ðåñóðñàì:

∑
=

=
n

1i

i ,RL  (12)

ãäå R - îáùåå ÷èñëî ðàáî÷èõ. Ñîîòíîøåíèå (12) ïîäðàçóìåâàåò ïîëíóþ
çàíÿòîñòü ðàáî÷èõ. Ñîîòíîøåíèå (10) äàåò íåðàâåíñòâî:

x
i
 ≤ d

i
2L

i
.

Êðîìå îãðàíè÷åíèé ïî îñíîâíûì ôîíäàì è òðóäîâûì ðåñóðñàì, íà
âîçìîæíûé âûïóñê ïðîäóêöèè ìíîãèìè îòðàñëÿìè (ñêàæåì,
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íåôòåäîáûâàþùåé) îêàçûâàåò âëèÿíèå îãðàíè÷åííîñòü ðàçâåäàííûõ
ïðèðîäíûõ èñêîïàåìûõ, ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîå ïðîèçâîäñòâî
îãðàíè÷åíî ïëîùàäüþ, ïðèãîäíîé äëÿ ïàõîòû, è ò. ä. Ñôîðìóëèðóåì åùå
ðàç çàäà÷ó âûáîðà íàèëó÷øåãî ïëàíà âàëîâûõ âûïóñêîâ îòðàñëåé.

Èòàê, íàì íàäî íàéòè òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå âàðèàíòû êîíå÷íîãî
ïðîäóêòà y è âàëîâûõ âûïóñêîâ îòðàñëåé x, ÷òîáû íà íèõ äîñòèãàëñÿ
ìàêñèìóì êðèòåðèÿ

U (ñ, ó) → max
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

x = Ax + y,
x ≤ ξ,

(x, d
2
) ≤ R.

Çäåñü x = (ξ1, � , ξn), d2 = 





2
n

2
1 d

1
,...,

d

1
; âåëè÷èíû A, ξ, d2, R, c çàäàíû

çàðàíåå (ñ � îòðàæàåò âàæíîñòü êàæäîãî ïðîäóêòà).
Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ðåøåíà äàæå ïðè áîëüøèõ ðàçìåðàõ
ìàòðèöû À.

Ìåæîòðàñëåâûå ìîäåëè îñíîâûâàþòñÿ íà ïîíÿòèè ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà. Âïåðâûå ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ áûë ðàçðàáîòàí êàê ñîñòàâíàÿ
÷àñòü áàëàíñà íàðîäíîãî õîçÿéñòâà ÑÑÑÐ çà 1923/1924 ãã. Çàñëóãà
ðàçðàáîòêè ìîäåëè áàëàíñà, íàçâàííîé �çàòðàòû � âûïóñê� ïðèíàäëåæèò
Âàñèëèþ Ëåîíòüåâó. Ìîäåëü Ëåîíòüåâà � ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà. Â.Â. Ëåîíòüåâ  � àìåðèêàíñêèé
ó÷åíûé, íàãðàæäåííûé Íîáåëåâñêîé ïðåìèåé çà âêëàä â ýêîíîìè÷åñêóþ
íàóêó. Â ñåðåäèíå 30-õ ãîäîâ XX âåêà ðàçðàáîòàë è ïðèìåíèë òåîðèþ
áàëàíñîâûõ ìîäåëåé. Òàáëèöà Ëåîíòüåâà �çàòðàòû � âûïóñê� áûëà
ïåðâûì øàãîì ê ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ òåîðèè îáùåãî
ðàâíîâåñèÿ. Ýòà òàáëèöà âïåðâûå áûëà îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå
�Ñòðóêòóðà àìåðèêàíñêîé ýêîíîìèêè â 1919 � 1929 ãã.� Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ìåæîòðàñëåâûå áàëàíñû ðåãóëÿðíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ â
áîëüøèíñòâå ñòðàí ìèðà. Ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ ïðîèçâîäñòâà è
èñïîëüçîâàíèÿ òîâàðîâ è óñëóã ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ
ñîâðåìåííîé ñèñòåìû íàöèîíàëüíûõ ñ÷åòîâ.

Ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ åæåãîäíî ðàçðàáàòûâàåò è ïðåäñòàâëÿåò â
Ìèíýêîíîìèêè ÐÔ Ãîñêîìñòàò Ðîññèè.

2. ÌÎÄÅËÈ ÑÅÒÅÂÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

2.1. Íàçíà÷åíèå è îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ñåòåâîãî
ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ

Ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå è óïðàâëåíèå (ÑÏÓ) � ñîâîêóïíîñòü
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ðàñ÷åòíûõ ìåòîäîâ, îðãàíèçàöèîííûõ è êîíòðîëüíûõ ìåðîïðèÿòèé ïî
ïëàíèðîâàíèþ è óïðàâëåíèþ êîìïëåêñîì ðàáîò, îñíîâàííàÿ íà
ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà ñ ïîìîùüþ ñåòåâîãî ãðàôèêà. Ñèñòåìû ÑÏÓ
ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòüþ
êîëëåêòèâîâ ëþäåé, èìåþùåé ñâîåé öåëüþ äîñòèæåíèå îïðåäåëåííîãî
êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà. �Îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ� â ñèñòåìàõ ÑÏÓ, êàê
ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ êîëëåêòèâ èñïîëíèòåëåé, ðàñïîëàãàþùèé
îïðåäåëåííûìè ðåñóðñàìè (ëþäñêèìè, ìàòåðèàëüíûìè, ôèíàíñîâûìè
è äð.) è âûïîëíÿþùèé êîìïëåêñ ðàáîò, ïðèçâàííûé îáåñïå÷èòü
äîñòèæåíèå íàìå÷åííîãî êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà. Êîìïëåêñ ðàáîò �
ëþáàÿ çàäà÷à, äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü
äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ ðàáîò.

Ïåðâàÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è
óïðàâëåíèÿ (òàê íàçûâàåìàÿ ÏÅÐÒ) âîçíèêëà â 1958 ãîäó â ÑØÀ è
ïîëó÷èëà î÷åíü áûñòðîå è øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ïðèçíàíèå êàê
çà ðóáåæîì, òàê è â íàøåé ñòðàíå. Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû ÑÏÓ, îïèðàÿñü
íà âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíèêó, ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ïðîåêòû, êîòîðûå,
íàðÿäó ñ ýôôåêòèâíûì èñïîëüçîâàíèåì âðåìåíè è äðóãèõ ðåñóðñîâ,
îáåñïå÷èâàþò òàêæå âîçìîæíîñòü ÷åòêîãî îïåðàòèâíîãî ðóêîâîäñòâà ïðè
ðåàëèçàöèè ýòèõ ÷àñòî âåñüìà ñëîæíûõ ïðîåêòîâ. Àâòîìàòèçàöèÿ
ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå � ýòàïå
ïëàíèðîâàíèÿ ðàçðàáîòêè, ïðè ïîìîùè ìåòîäà ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ
âûðàæàþò íàãëÿäíî ñëîæíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè ðàáîòàìè,
çàáëàãîâðåìåííî âûäåëÿþò íàïðÿæåííûå ó÷àñòêè ðàáîò è ñîñòàâëÿþò
îïòèìàëüíûé ïëàí-ïðîåêò, ìèíèìèçèðóþùèé ðàçðàáîòêó ïî âðåìåíè, ïî
ñòîèìîñòè èëè îïòèìèçèðóþùèé åå ïî äðóãèì ïðîèçâîäñòâåííûì
ïîêàçàòåëÿì.

Íà âòîðîì ýòàïå � ýòàïå óïðàâëåíèÿ õîäîì ðàçðàáîòêè (ðåàëèçàöèåé
ïðîåêòà) � íà îñíîâàíèè ïîñòóïàþùåé èíôîðìàöèè è åå ïåðåðàáîòêè
ïðîèñõîäèò êîíòðîëü çà âûïîëíåíèåì ïëàíà, ñîñòàâëåííîãî íà ïåðâîì
ýòàïå, è âíåñåíèå â íåãî íåîáõîäèìûõ êîððåêòèâ.

2.2. Ñåòåâàÿ ìîäåëü è åå îñíîâíûå ýëåìåíòû

Ñåòåâàÿ ìîäåëü � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
îïèñûâàåòñÿ êîìïëåêñ ðàáîò. Íà îñíîâå ñåòåâîé ìîäåëè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïëàíèðîâàíèå ïðîöåññà âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò,
îïòèìèçàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà ïî íåêîòîðîìó êðèòåðèþ, êîíòðîëü è
óïðàâëåíèå õîäîì ýòîãî ïðîöåññà. Ôèçè÷åñêàÿ ñåòåâàÿ ìîäåëü
ðåàëèçóåòñÿ ëèáî â ãðàôè÷åñêîì âèäå, ëèáî ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ
òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ îò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ìàêåòîâ äî ñëîæíûõ
ýëåêòðîííûõ òàáëî. Ñåòåâàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà
îáîñíîâàííûõ ïëàíîâ-ãðàôèêîâ âûïîëíåíèÿ ðàáîò è äðóãèõ
ïàðàìåòðîâ ðàçðàáîòêè; àíàëèçà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ äîñòèæåíèÿ
çàäàííîãî ðåçóëüòàòà è âûáîðà ñðåäè íèõ îïòèìàëüíîãî ïî íåêîòîðîìó
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êðèòåðèþ, íàïðèìåð ïî âðåìåíè èëè çàòðàòàì, à òàêæå äëÿ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðåäïîëàãàåìûõ ðåøåíèé è âëèÿíèÿ
íà õîä ðàçðàáîòêè âîçìîæíûõ èçìåíåíèé òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé îòäåëüíûõ îïåðàöèé.

Ñåòåâàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëüþ,
â êîòîðîé âåñü êîìïëåêñ ðàáîò ðàçáèâàåòñÿ íà îòäåëüíûå ÷åòêî
îïðåäåëåííûå ðàáîòû. Ìîäåëü îòîáðàæàåò ëîãè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü è
âçàèìîîáóñëîâëåííîñòü âñåõ ðàáîò, îïðåäåëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà. Ñåòåâàÿ ìîäåëü èçîáðàæàåòñÿ, êàê
ïðàâèëî, â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, ñîñòîÿùåãî èç ñòðåëîê è
êðóæêîâ, íàçûâàåìîãî ñåòåâûì ãðàôèêîì.

2.3. Ïîðÿäîê è ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ñåòåâûõ ãðàôèêîâ

Ñåòåâîé ãðàôèê � ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñåòåâîé ìîäåëè.
Ãðàôîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê (âåðøèí) {Ð0, � , Ðn}  è

ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ äóã {(Ði, Pj)}, ñîåäèíÿþùèõ íåêîòîðûå ïàðû
ýòèõ òî÷åê; ïðè ýòîì äóãà (Ði, Pj) èìååò íà÷àëî â Pi è êîíåö â Ðj. Íà ñõåìå
äóãó (Ði, Pj) îáîçíà÷àþò â âèäå íàïðàâëåííîãî îòðåçêà.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè âìåñòå ñ äàííîé äóãîé
(Ði, Pj) îí ñîäåðæèò è ñèììåòðè÷íóþ äóãó (Ðj, Pi) è àíòèñèììåòðè÷åñêèì,
åñëè åìó ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ëèøü îäíà èç ïàðû ñèììåòðè÷íûõ äóã
(Ði, Pj) è (Ð j, Pi). Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü
àíòèñèììåòðè÷åñêèå ãðàôû.

Äóãè, áåðóùèå íà÷àëî â òî÷êå Ð
i
, íàçîâåì âûõîäÿùèìè èç Ð

i
, à äóãè,

êîíåö êîòîðûõ â Ð
j 
�  âõîäÿùèìè â Ð

j
 .

Ãðàô, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ëèøü îäíà òî÷êà Ð
0
, íå èìåþùàÿ

âõîäÿùèõ äóã, è ëèøü îäíà òî÷êà Ð
m
, íå èìåþùàÿ âûõîäÿùèõ äóã, è

êàæäîé äóãå êîòîðîãî ïðèïèñàíî íåêîòîðîå ÷èñëî, ìû íàçîâåì ñåòüþ
(ðèñ. 1).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã (Ð
j1
,  Ð

j2
), (Ð

j2
,  Ð

j3
)  ... (P

j k-1
, P

jk
)(P

jk
, P

j k+1
), â

êîòîðîé êîíåö êàæäîé ïðåäûäóùåé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïîñëåäóþùåé,
íàçîâåì ïóòåì (P

j1
, P

j2
, � , P

j k+1
) èç P

j1
 â P

j
 
k+1

.×èñëà, ïðèïèñàííûå äóãàì,
áóäåì ÷àñòî íàçûâàòü èõ äëèíàìè; äëèíîé ïóòè áóäåì íàçûâàòü ñóììó
äëèí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî äóã.

Ðèñ. 1. Ïðèìåð ñåòåâîãî ãðàôèêà
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Ñåòåâîé ãðàôèê (ñòðåëî÷íàÿ äèàãðàììà, ñåòåâàÿ ìîäåëü,
ëîãè÷åñêàÿ ñåòü) � íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå ïðîåêòà â âèäå ãðàôà,
îòîáðàæàþùåå òåõíîëîãè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðàáîòàìè.
Íà÷àëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðîåêòå äîëæíà ñîäåðæàòü ïåðå÷åíü âñåõ
ðàáîò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ âûïîëíåíèÿ è ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîé
ðàáîòû.

Òàê, íàïðèìåð, èíôîðìàöèÿ î íåêîòîðîì ïðîåêòå ìîæåò áûòü çàäàíà
òàáë. 2.

Òàáëèöà 2

Îðèåíòèðîâàííûå äóãè ãðàôà � ñåòåâîãî ãðàôèêà � îáû÷íî
èíòåðïðåòèðóþò ðàáîòû.

Ðàáîòà � îäèí èç ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ ñåòåâîé ìîäåëè. Îçíà÷àåò
ïðîòÿæåííûé âî âðåìåíè ïðîöåññ, òðåáóþùèé çàòðàò ðåñóðñîâ, èëè
îæèäàíèå, èëè çàâèñèìîñòü (ôèêòèâíàÿ ðàáîòà). Îæèäàíèå �
ïðîòÿæåííûé âî âðåìåíè ïðîöåññ, íå òðåáóþùèé çàòðàò òðóäà
(òâåðäåíèå áåòîíà, ñóøêà ïîâåðõíîñòè ïîñëå ïîêðàñêè è ò.ä.).
Çàâèñèìîñòü (ôèêòèâíàÿ ðàáîòà) � ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ
èëè íåñêîëüêèìè ðàáîòàìè (ñîáûòèÿìè), íå òðåáóþùèìè çàòðàò òðóäà,
ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ èëè âðåìåíè. Îíà óêàçûâàåò, ÷òî âîçìîæíîñòü
îäíîé ðàáîòû íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ äðóãîé. Âåðøèíû
ãðàôà, ñîåäèíåííûå äóãàìè íàçûâàþò ñîáûòèÿìè. Îäíî è òî æå
ñîáûòèå � âåðøèíà ìîæåò ñëóæèòü íà÷àëîì îäíèõ è êîíöîì äðóãèõ
äóã  � ðàáîò. Ñîáûòèå � ìîìåíò çàâåðøåíèÿ êàêîãî-ëèáî ïðîöåññà,
îòðàæàþùèé îòäåëüíûé ýòàï âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà.

Ñîáûòèå âûðàæàåò ãîòîâûé ðåçóëüòàò: âñå ðàáîòû, âõîäÿùèå â
ñîáûòèå, îêîí÷åíû. Îíî òàêæå âûðàæàåò ëîãè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó ðà-
áîòàìè, çàêëþ÷àþùóþñÿ â òîì, ÷òî ðàáîòû, âõîäÿùèå â äàííîå ñîáûòèå,
íåïîñðåäñòâåííî  ïðåäøåñòâóþò ðàáîòàì, âûõîäÿùèì èç íåãî; íè îäíà
âûõîäÿùàÿ èç äàííîãî ñîáûòèÿ ðàáîòà íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ  äî
îêîí÷àíèÿ âñåõ ðàáîò, âõîäÿùèõ â ýòî ñîáûòèå. Åñëè ðàáîòà íå èìååò
ïðåäøåñòâóþùåé, òî îíà âûõîäèò èç  ñîáûòèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ íà÷àëîì
ïðîåêòà, ò.å. èç ñîáûòèÿ, íå èìåþùåãî âõîäÿùèõ äóã. Ðàáîòû, êîòîðûå
íå ïðåäøåñòâóþò íèêàêèì äðóãèì, âõîäÿò â ñîáûòèå, ÿâëÿþùååñÿ êîí-
öîì ïðîåêòà, ò.å. â ñîáûòèå, íå èìåþùåå âûõîäÿùèõ äóã. Ëþáîå äðóãîå
ñîáûòèå èìååò âõîäÿùèå è âûõîäÿùèå äóãè.

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ïðîåêòà ðàáîòû 1, 4, 5 íå èìåþò
ïðåäøåñòâóþùèõ, ïîýòîìó â ñåòåâîì ãðàôèêå äóãè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì

Ðàáîòà Êàêèì ðàáîòàì
ïðåäøåñòâóåò

Ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü

Ðàáîòà Êàêèì ðàáîòàì
ïðåäøåñòâóåò

Ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü

1
2
3
4
5

2,3
8

6,7
6,7
9

2
3
4
5
4

6
7
8
9

8
-
-
-

6
4
2
7
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ðàáîòàì, áóäóò âûõîäèòü èç ñîáûòèÿ � íà÷àëà ïðîåêòà. Ðàáîòû æå 7, 8. 9
íå ïðåäøåñòâóþò íèêàêèì äðóãèì ðàáîòàì ïðîåêòà, è ïîýòîìó äóãè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ðàáîòàì, áóäóò âõîäèòü â ñîáûòèå � êîíåö ïðîåêòà.
Ñîáûòèå, ÿâëÿþùååñÿ êîíöîì ðàáîòû 1, îäíîâðåìåííî ñëóæèò íà÷àëîì
ðàáîò 2 è 3 è ò. ä. Ñåòåâîé ãðàôèê ýòîãî ïðîåêòà èçîáðàæåí íà ðèñ. 2
(íîìåðà ðàáîò ïðîñòàâëåíû íà äóãàõ â êðóæêàõ).

Ðèñ. 2. Ñåòåâîé ãðàôèê ñ îáîçíà÷åíèåì íîìåðîâ ðàáîò

Ñîáûòèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê è âåðøèíû ãðàôà, ïðîïèñíûìè
áóêâàìè Ð0, P1, .... Ðm, ..., Ðn, ãäå P0 � íà÷àëî ïðîåêòà, à íåêîòîðîå Ðm � åãî
êîíåö. Ðàáîòû æå áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê è äóãè ãðàôà, ÷åðåç (Ði, Ðj), ãäå
Pi � ñîáûòèå íà÷àëà ðàáîòû, a Pj � ñîáûòèå êîíöà ðàáîòû.
Ïðîäîëæèòåëüíîñòü tij ðàáîòû (Ði, Pj) áóäåì ïðîñòàâëÿòü íà äóãå,
èçîáðàæàþùåé ýòó ðàáîòó. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí  ñåòåâîé  ãðàôèê ïðîåêòà,
çàäàííîãî òàáë. 2, ñ îáîçíà÷åííûìè ñîáûòèÿìè è ïðîñòàâëåííûìè
ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè ðàáîò.

Ðèñ. 3. Ñåòåâîé ãðàôèê ñ îáîçíà÷åíèåì ñîáûòèé è
ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè ðàáîò

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îòäåëüíîé ðàáîòû (Ð
i
, P

j
) îáû÷-
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íî íà îñíîâå îïûòà äàþò åå âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè, òàê íàçûâàåìûå
ïåññèìèñòè÷åñêîå bij è îïòèìèñòè÷åñêîå aij âðåìåíà âûïîëíåíèÿ ýòîé
ðàáîòû. Ïåññèìèñòè÷åñêîå âðåìÿ � ìàêñèìàëüíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû, êîãäà ó÷èòûâàþòñÿ âñå äàæå ñàìûå ìàëîâå-
ðîÿòíûå ïðè÷èíû ñðûâîâ, à îïòèìèñòè÷åñêîå � ìèíèìàëüíàÿ
ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû ïðè ñàìûõ
áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ. Ïëàíèðóåìóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîòû â ýòîì
ñëó÷àå âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå:

t
ij
 = 

5

b2a3 ijij +
,

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé.
Åñëè æå, êðîìå óêàçàííûõ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê, èçâåñòíî

íàèáîëåå âåðîÿòíîå âðåìÿ m
ij
 âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû, òî

ïëàíèðóåìóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîòû âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå:

t
ij
 = 

6

bm4a ijijij ++
.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî â ñåòåâîì ãðàôèêå íåâîçìîæíû öèêëû, ò. å.
ïóòè, íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè êîòîðûõ ñîâïàäàþò. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî êàæäàÿ ðàáîòà, âõîäÿùàÿ â ñîáûòèå, ïðåäøåñòâóåò ðàáîòå, èç
íåãî âûõîäÿùåé.

Ðèñ. 4. Ãðàô ñ öèêëîì

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ãðàô ñ öèêëîì, îáðàçîâàííûì ðàáîòàìè
(P

1
, P

2
), (P

2
, P

3
) è (P

3
, P

1
). Â ñåòåâîì ãðàôèêå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, òàêàÿ

ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà, òàê êàê äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû (P
3
, P

1
)

íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàáîòû (P
2
, P

3
), äëÿ ÷åãî â ñâîþ î÷åðåäü

íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàáîòû (P
1
, P

2
). Íî äëÿ íà÷àëà ðàáîòû (P

1
, P

2
)

äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ðàáîòû (P
0
, P

1
) è (P

3
, P

1
), òàê ÷òî (P

3
, P

1
) íå

ìîæåò íà÷àòüñÿ äî îêîí÷àíèÿ (P
1
, P

2
), à (P

1
, P

2
) � äî îêîí÷àíèÿ (P

3
, P

1
),

÷òî íåñîâìåñòèìî.
Ïîðÿäîê è ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ñåòåâûõ ãðàôèêîâ.
Åñëè k > 1 ðàáîò âûõîäÿò èç îäíîãî è òîãî æå ñîáûòèÿ P

i
 è âõîäÿò â

îäíî è òî æå ñîáûòèå P
j
 (ðèñ. 5, à), òî äëÿ òîãî ÷òîáû èõ ðàçëè÷àòü, òî
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åñòü ÷òîáû êàæäóþ ïàðó ñîáûòèé ñîåäèíÿëà íå áîëåå ÷åì îäíà ðàáîòà,

ââîäèì k - 1 äîïîëíèòåëüíûõ ñîáûòèé 
1i

P , � , 
1ki

P
− , êîòîðûå ñîåäèíÿåì

ñ Ðj ôèêòèâíûìè ðàáîòàìè íóëåâîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè, èçîáðàæàåìûìè
ïóíêòèðîì (ðèñ. 5, á).

Ðèñ. 5. Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôà äëÿ çàìêíóòîãî êîíòóðà

Ðèñ. 6. Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôà äëÿ îòêðûòîãî êîíòóðà

Åñëè â ñîáûòèå P
i
 âõîäèò áîëåå ÷åì îäíà ðàáîòà, íàïðèìåð (

1kP , P
i
)

è (
2kP , Ð

i
), è èç íåãî âûõîäèò áîëåå ÷åì îäíà ðàáîòà, íàïðèìåð (Ði, 

1j
P ),

(Ði, 
2j

P ), (Ði, 
3j

P ) (ðèñ. 6, a), íî äëÿ âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ âûõîäÿùèõ

ðàáîò, íàïðèìåð (
1kP , P

i
), òî ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ñîáûòèé è

ôèêòèâíûõ ðàáîò íóëåâîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñòðîèì ñåòåâîé ãðàôèê
òàê, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 6, á.

Åñëè íåêîòîðîå ñîáûòèå Ð
k
 ïðè k ≠ m (k ≠ 0) íå èìååò âûõîäÿùèõ

(âõîäÿùèõ) äóã, ò. å. íåò ðàáîò, âûïîëíåíèå êîòîðûõ âîçìîæíî ëèøü ïîñëå
íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ Ð

k
 (íåò ðàáîò, ëèøü ïîñëå âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ

íàñòóïèò Ð
k
), òî Ð

k
 (Ð

0
) ñëåäóåò  ñîåäèíèòü   ôèêòèâíîé ðàáîòîé íóëåâîé
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ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñ Ðm (Ðk) (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7. Ãðàôû ñ ôèêòèâíîé ðàáîòîé

Âñå ðàáîòû â ñåòåâîì ãðàôèêå äîëæíû áûòü ïðîñòûìè â òîì ñìûñëå,
÷òî òîëüêî âûïîëíåíèå âñåé ðàáîòû ìîæåò ïîâëå÷ü çà ñîáîé íà÷àëî
âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ. Åñëè æå, íàïðèìåð, ðàáîòà (P

i
, P

k
) ìîæåò

íàñòóïèòü ïîñëå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû (Ð
i
, 

1i
P ) (ðèñ. 8,a), ÿâëÿþùåéñÿ

÷àñòüþ ðàáîòû (Ð
i
, Ð

j
), à ðàáîòà (Ð

j
, 

2kP ) � ïîñëå âûïîëíåíèÿ (Ð
i
, 

1i
P ),

ÿâëÿþùåéñÿ òàêæå ÷àñòüþ ðàáîòû (Ði, Ðj), òî ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ

ñîáûòèé 
1i

P è
2i

P  ðàçáèâàåì ñëîæíóþ ðàáîòó (Ð
i
, Ð

j
) íà ïðîñòûå ðàáîòû

(Ði, 
1i

P ), (
1i

P ,
2i

P ) è (
2i

P , Ðj ) (ðèñ. 8. á).

Ðèñ. 8. Ïðåîáðàçîâàíèå ñëîæíîé ðàáîòû â ïðîñòûå

Íàêîíåö, åñëè âíóòðè ñåòè ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðóþ ïîäñåòü,
ïëàíèðîâàíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî íåçàâèñèìî îò âñåé
ñåòè, òî ìîæíî ñîñòàâèòü óêðóïíåííóþ ñåòü, çàìåíèâ ýòó ïîäñåòü îäíîé
ðàáîòîé, ïðîäîëæèòåëüíîñòü êîòîðîé ðàâíà êðèòè÷åñêîìó, ò.å.
ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîìó  âðåìåíè ïîäñåòè, çà êîòîðîå ìîãóò áûòü
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âûïîëíåíû âñå ðàáîòû. Ýòèì çàìå÷àíèåì ïîëüçóþòñÿ ïðè ïëàíèðîâàíèè
áîëüøèõ ñåòåé, êîòîðûå îáû÷íî óäàåòñÿ ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ïîäñåòåé
è ïëàíèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Íà ðèñ. 9 ïîäñåòü ñ íà÷àëîì Pi è êîíöîì Pj

çàìåíåíà ðàáîòîé (Pi, Pj).

Ðèñ. 9. Çàìåíà ïîäñåòè íà îäíó ðàáîòó

2.4. Óïîðÿäî÷èâàíèå ñåòåâîãî ãðàôèêà

Ïóñòü óæå ïîñòðîåí ñåòåâîé ãðàôèê ïðîåêòà. Ïðèâåäåì àëãîðèòìû,
ïîçâîëÿþùèå ïåðåíóìåðîâàòü ñîáûòèÿ (âåðøèíû) òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé
ðàáîòû (P

i
, Ð

j
) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî i < j, ÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ

ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííîå óäîáñòâî.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà êàæäàÿ ïàðà ñîáûòèé

Pi è Ðj ñîåäèíåíà ëèáî äóãîé (P
i
, Ð

j
), ëèáî äóãîé (Ð

j
, P

i
), òàê ÷òî êàæäîå

ñîáûòèå P
i
 ñîåäèíåíî òî÷íî n äóãàìè ñî âñåìè îñòàëüíûìè; èç ýòèõ äóã

÷àñòü âûõîäèò èç P
i
, à ÷àñòü âõîäèò â Ð

j
.

Êàæäîìó ñîáûòèþ ïðèñâîèì íîìåð, ðàâíûé ÷èñëó äóã, âõîäÿùèõ â
ýòî ñîáûòèå. Òîãäà, íàïðèìåð, ñîáûòèå Ð

0
, â êîòîðîå íå âõîäèò íè îäíà

äóãà, ïîëó÷èò íîìåð 0, à ñîáûòèå Ð
m
, èç êîòîðîãî íå âûõîäèò íè îäíà

äóãà, ïîëó÷èò íîìåð n.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ â îäíîçíà÷íîñòè òàêîé íóìåðàöèè. Äåéñòâèòåëüíî,

äîïóñòèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü â P
i
 è P

j
 âõîäèò îäíî è òî æå ÷èñëî k äóã. Òàê

êàê P
i
 è Ð

j
 ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, íàïðèìåð, äóãîé (P

i
, P

j
), òî â P

j
, êðîìå

äóãè (Ð
i
, P

j
), âõîäèò åùå k - 1 äóã. Ðàññìîòðèì òåïåðü âñå k äóã

( ,P
1i P

j
), ... , ( ,P

ki P
j
), âõîäÿùèå â Ð

j
. Ñîáûòèå Ð

j
 ñîåäèíåíî äóãàìè ñ êàæäûì

èç ñîáûòèé ,P
1i  ... , .P

ki  Ñðåäè ýòèõ äóã íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà, ïóñòü

(P
 j
, 

νi
P ), âûõîäÿùàÿ èç P

j
, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷èëè áû, ÷òî

â P
j
 âõîäèò áîëüøå ÷åì k äóã (äóãè ( ,P

1i P
j
), ... , ( ,P

ki P
j
) è (P

i
, P

j
)). Îñòàåòñÿ
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ëèøü çàìåòèòü, ÷òî äóãè ( ,Piν  P
 j
), (P

i
, P

j
) è (P

 j
, νi

P ) îáðàçóþò öèêë âîïðåêè

ïðåäïîëîæåíèþ îá îòñóòñòâèè öèêëîâ â ñåòè.
Èç îäíîçíà÷íîñòè íóìåðàöèè ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè íàøèõ n + 1 ñîáûòèé

ñóùåñòâóåò îäíî, ñîäåðæàùåå òî÷íî îäíó âõîäÿùóþ äóãó, îäíî,
ñîäåðæàùåå òî÷íî äâå âõîäÿùèå äóãè è ò. ä., îäíî, ñîäåðæàùåå òî÷íî n
âõîäÿùèõ äóã, òàê ÷òî ñîáûòèÿ ïîëó÷àò ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ 0,1, ... , (n).

Ýòó æå íóìåðàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ìåòîä
âû÷åðêèâàíèÿ äóã). Íà÷èíàåì ïðîñìîòð ñåòè ñ ñîáûòèÿ Ð0, êîòîðîìó
ïðèñâàèâàåì íîìåð 0. Âû÷åðêèâàåì âñå äóãè, âûõîäÿùèå èç Ð0, è
åäèíñòâåííîìó ñîáûòèþ, ëèøåííîìó âõîäÿùèõ äóã, ïðèñâàèâàåì
íîìåð 1. Âû÷åðêèâàåì çàòåì âñå äóãè, âûõîäÿùèå èç Ð1, è åäèíñòâåííîìó
ñîáûòèþ, ëèøåííîìó âõîäÿùèõ äóã, ïðèñâàèâàåì íîìåð 2 è ò. ä.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòèì àëãîðèòìîì êàæäîìó ñîáûòèþ ïðèñâàèâàåòñÿ
íîìåð, ðàâíûé ÷èñëó äóã, âõîäÿùèõ â ýòî ñîáûòèå.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå íóëåâîãî øàãà, âû÷åðêíóâ âñå n âûõîäÿùèõ
èç Ð0 äóã, ìû â êàæäîì èç îñòàâøèõñÿ n ñîáûòèé âû÷åðêíóëè ýòèì ïî
îäíîé âõîäÿùåé äóãå è ïîëó÷èëè îäíî ñîáûòèå Ð1 áåç âõîäÿùèõ äóã,
òàê ÷òî ýòîìó ñîáûòèþ ïðèñâîåí íîìåð 1, ðàâíûé ÷èñëó âõîäÿùèõ â íåãî
äóã. Ïîñëå ïåðâîãî øàãà, âû÷åðêíóâ âñå n - 1 äóã, âûõîäÿùèõ èç P1, ìû
â êàæäîì èç îñòàâøèõñÿ n - 1 ñîáûòèé âû÷åðêíóëè óæå ïî äâå âõîäÿùèå
äóãè è ïîëó÷èëè îäíî ñîáûòèå Ð2 áåç âõîäÿùèõ äóã, òàê ÷òî ýòîìó ñîáûòèþ
ïðèñâîåí íîìåð 2, ðàâíûé ÷èñëó âõîäÿùèõ â íåãî äóã, è ò. ä.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íîìåð êàæäîãî ñîáûòèÿ ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó
÷èñëó äóã ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî ýòî ñîáûòèå ñ P0.

Ðàññìîòðåííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåäêî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå.
Íàèáîëåå îáùåé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà êàæäîå ñîáûòèå ñîåäèíåíî ëèøü
ñ íåêîòîðûìè èç îñòàëüíûõ, ò. å. ñåòü íå ñèëüíî ðàçâåòâëåíà (ðèñ. 10).

Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè âû÷åðêíóòü âñå äóãè, âûõîäÿùèå èç ñîáûòèÿ Ð0,
êîòîðîìó ïðèñâàèâàåì ðàíã 0, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íåñêîëüêî ñîáûòèé
îêàæóòñÿ áåç âõîäÿùèõ äóã (íà ðèñ. 10 òàêîâû ñîáûòèÿ Ð1 è P6). Áóäåì
íàçûâàòü ýòè ñîáûòèÿ ñîáûòèÿìè ïåðâîãî ðàíãà. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
äóã ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî Ð0 ñ ëþáûì èç íèõ, ðàâíî åäèíèöå.

Ðèñ. 10. Èñõîäíàÿ ñåòü
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Âû÷åðêíóâ âñå äóãè, âûõîäÿùèå èç ñîáûòèé ïåðâîãî ðàíãà, ïîëó÷èì
ðÿä ñîáûòèé áåç âõîäÿùèõ äóã, êîòîðûå íàçîâåì ñîáûòèÿìè âòîðîãî
ðàíãà. Êàæäîå ñîáûòèå âòîðîãî ðàíãà îáÿçàòåëüíî ñîåäèíåíî ñ Ð0

ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ ïåðâîãî ðàíãà, ò.å. ïóòåì, ñîñòîÿùèì
èç äâóõ äóã. Õîòÿ íåêîòîðûå ñîáûòèÿ âòîðîãî ðàíãà ìîãóò áûòü, êðîìå
òîãî, ñîåäèíåíû ñ Ð0 íåïîñðåäñòâåííî, ò. å. ïóòåì, ñîñòîÿùèì èç îäíîé
äóãè, íî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äóã ïóòè èç Ð0 â ëþáîå ñîáûòèå âòîðîãî
ðàíãà âñåãäà ðàâíî äâóì, è ýòî õàðàêòåðèçóåò ñîáûòèÿ âòîðîãî ðàíãà.

Âîîáùå, åñëè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äóã ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äàííîå
ñîáûòèå ñ Ð0, ðàâíî l , òî ýòî � ñîáûòèå 1-ãî ðàíãà.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñîáûòèÿ ñåòè åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ðàíãàì.

Íóìåðàöèþ ñîáûòèé ïðîèçâåäåì òàê. Åäèíñòâåííîìó ñîáûòèþ Ð0

íóëåâîãî ðàíãà ïðèñâîèì íîìåð 0. Ñîáûòèÿì ïåðâîãî ðàíãà ïðèñâîèì
â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå íîìåðà 1, 2, .... , k1 ñîáûòèÿì âòîðîãî ðàíãà
ïðèñâîèì íîìåðà k1 + 1, ..., k1 + k2 è ò.ä. Òàê êàê ñîáûòèÿ îäíîãî ðàíãà
ìåæäó ñîáîé íå ñîåäèíåíû, à ñîáûòèÿ ìåíüøåãî ðàíãà èìåþò ìåíüøèé
èíäåêñ, òî â ïðîíóìåðîâàííîé ñåòè äëÿ ëþáîé äóãè (Ði, Pj) âñåãäà i < j.

Ïîÿñíèì èçëîæåííûé ñïîñîá íóìåðàöèè ñîáûòèé íà ïðèìåðå
ðèñ. 10. Ñîáûòèå Ð0  � íóëåâîãî ðàíãà. Âû÷åðêíåì âûõîäÿùèå èç íåãî
äóãè (Ð0, P1), (P0, Ð5), (P0, P6).  Ñîáûòèÿ Ð1 è P6 îñòàíóòñÿ áåç âõîäÿùèõ
äóã. Ýòî � ñîáûòèÿ 1-ãî ðàíãà. Âû÷åðêíóâ äóãè (P

1
, Ð

2
), (Ð

1
, Ð

7
), (P

1
, P

5
),

(P6, P4) è (Ð6, Ð5), ïîëó÷èì îäíî ñîáûòèå Ð5 áåç âõîäÿùèõ äóã; îíî �
ñîáûòèå 2-ãî ðàíãà. Àíàëîãè÷íî Ð

4
 è Ð

7
 � ñîáûòèÿ 3-ãî ðàíãà, Ð

2
 �

ñîáûòèå 4-ãî ðàíãà, íàêîíåö, P
3
 � ñîáûòèå 5-ãî ðàíãà. Íàøà ñåòü

óïîðÿäî÷åíà ïî ðàíãàì. Ñîáûòèÿ âíóòðè äàííîãî ðàíãà ðàâíîöåííû â
òîì ñìûñëå, ÷òî èì ìîæíî ïðèñâàèâàòü íîìåðà â ëþáîì ïîðÿäêå. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ñîáûòèÿ Ð

1
 è Ð

6
 îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó ðàíãó.

Ïîðÿäêîâûå íîìåðà, êîòîðûå èì íóæíî ïðèñâîèòü, 1 è 2 (òàê êàê Ð
0
 èìååò

íîìåð 0). Ïðèñâîèì ñîáûòèþ P
1
 íîìåð 1, à Ð

6
 � íîìåð 2. Ñëåäóþùåå

ñîáûòèå Ð
5
 � âòîðîãî ðàíãà. Åãî ïîðÿäêîâûé íîìåð 3. Ñîáûòèÿ Ð

4
 è P

7
ïîëó÷àò ñîîòâåòñòâåííî íîìåðà 4 è 5, Ð

2
 � íîìåð 6, è, íàêîíåö, ñîáûòèå

P
3
 ïîëó÷èò íîìåð 7. Ïðîíóìåðîâàííàÿ ñåòü èçîáðàæåíà íà ðèñ. 11.

Ðèñ. 11. Óïîðÿäî÷åííàÿ ñåòü
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Ïðè áîëüøèõ ñåòÿõ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì
Ôîðäà, ÿâëÿþùèìñÿ îñíîâíûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ íå òîëüêî çàäà÷è
íóìåðàöèè ñîáûòèé, íî è íåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷.

Ïðåäâàðèòåëüíûé øàã. Êàæäîé âåðøèíå Ðj ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå

÷èñëî ( )0
jλ = 0, à êàæäîé äóãå (Ð

i
, Ð

j
) ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ó

ij
 = 1

(êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî àëãîðèòìà).
Îáùèé (q-é) øàã. Ïðîñìàòðèâàþò âñå âåðøèíû ñåòè â êàêîì-íèáóäü

ïîðÿäêå, íàïðèìåð, P
0
, Ð

1
, .... Ð

n
, è çàìåíÿþò ÷èñëà ( )1q

j
−λ , âû÷èñëåííûå

íà ïðåäûäóùåì øàãå, íà íîâûå ÷èñëà ( )q
jλ  ≥  ( )1q

j
−λ  ïî ôîðìóëå:

( )q
jλ  = max { ( )p

iλ  + ó
ij
}    (j = 1, ..., n; ( )q

0λ  =0), (1.1)

ãäå ð ðàâíî q èëè q - 1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðîñìàòðèâàëàñü ëè óæå
íà q-ì øàãå âåðøèíà Ð èëè åùå íå ïðîñìàòðèâàëàñü. Íà êàæäîì øàãå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âñå âåðøèíû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.

Ïîâòîðÿþò îáùèé øàã äî òåõ ïîð, ïîêà íà î÷åðåäíîì q-ì øàãå

îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèÿ âñå ( )1q
j

−λ . Òîãäà ÷èñëà

l*
j
 = ( )q

jλ  = ( )1q
j

−λ     (j = 0, 1, ... , n) (1.2)

ÿâëÿþòñÿ ðàíãàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí ñåòè.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü ñìûñë ÷èñåë ( )q
jλ ,

ïîëó÷àåìûõ íà q-ì øàãå ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà. Îêàçûâàåòñÿ, ( )q
jλ

ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó äóã öåïî÷êè, âõîäÿùåé â Ðj, îáíàðóæåííîé
íà q-ì øàãå.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó Pj(j ≠ 0). Íà q-ì
øàãå ìû äëÿ íåå ïîëó÷èì:

( )q
jλ  = max { ( )p

iλ  + óij} = 
( )p
i1

λ  +  ji1
y  = 

( )p
i1

λ  + 1,

ãäå èç âñåõ âåðøèí P
i
, ñîåäèíåííûõ ñ P

j
 îäíîé äóãîé, âõîäÿùåé â P

j
,

âûáðàíà òà âåðøèíà ,P
1i äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî 

( )p
i1

λ

îêàçàëîñü íàèáîëüøèì; ïðè ýòîì ð ðàâíî q, åñëè íà q-ì øàãå âåðøèíà
Pi

1
  óæå ïðîñìàòðèâàëàñü, è ð = q � 1, åñëè åùå íå ïðîñìàòðèâàëàñü, ò.å.

( )p
i1

λ  = 
( )q
i1

λ  èëè 
( )p
i1

λ  = 
( )1q
i1

−λ .

Àíàëîãè÷íî ïðè 
( )p
i1

λ  ≠ 0 íàéäåì, ÷òî ëèáî
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( )p
i1

λ  = 
( )q
i1

λ  = max{ ( )r
iλ  + 

1iiy },

ãäå r ðàâíî q èëè q � 1, ëèáî
( )p
i1

λ  = 
( )1q
i1

−λ  = max{ ( )s
iλ  + 

1iiy } = 
( )s
i2

λ  + ,y
12ii

ãäå s ðàâíî q - 1 èëè q - 2. Ïîäñòàâëÿÿ â ( )q
jλ , ïîëó÷èì

( )q
jλ  = 

( )t
i2

λ  + 
12iiy  + ,y ji1

ãäå t ðàâíî q èëè q - 1, èëè q - 2.

Ýòîò ïðîöåññ âûäåëåíèÿ öåïî÷êè äóã ( ji  P,P
1

), (
12 ji  P,P ), � ìîæíî

ïðîäîëæèòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì:
( )q
jλ  = 

( )v
ik

λ  + 
2k1k iiy

−−  + � + ,y ji1

ãäå 
( )v
ik

λ  = 0. Íî 
( )v
ik

λ  ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî â ñëåäóþùèõ äâóõ

ñëó÷àÿõ: ëèáî ïðè i
k
 = 0, è òîãäà ( )q

jλ  - ÷èñëî äóã öåïî÷êè, ñîåäèíÿþùåé

Ð0 ñ Pj, ëèáî ïðè v = 0, è òîãäà ( )q
jλ  - ÷èñëî äóã öåïî÷êè, ñîåäèíÿþùåé 

ki
P

ñ Ð
j
.

Òàêèì îáðàçîì, ( )q
jλ  ðàâíî ÷èñëó äóã öåïî÷êè, âõîäÿùåé â P

j
.

Ìàêñèìàëüíîñòü æå ýòîãî ÷èñëà äóã ñëåäóåò èç âûáîðà âåðøèí

,P
1i  ,P

2i  ... , 
ki

P  (ïî ôîðìóëå (1.1)).

Íà ñëåäóþùåì (q + 1)-ì øàãå ëèáî áóäåò îáíàðóæåíà áîëåå

äëèííàÿ öåïî÷êà, ëèáî áóäåò óäëèíåíà äàííàÿ (ïðè ik ≠ 0), ëèáî ( )1q
j

+λ

îêàæåòñÿ ðàâíûì ( )q
jλ . Îäíàêî ïîñëåäíåå åùå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì

ðàâåíñòâà ( )1q
j

+λ  = ( )q
jλ  = l*

j
, òàê êàê äðóãèå ( )1q

k
+λ  (k ≠ j) ìîãëè èçìåíèòüñÿ

ïî ñðàâíåíèþ ñ ( )q
kλ , ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî â äàëüíåéøåì óäëèíåíèå

êàêîé-íèáóäü èç öåïî÷åê, âõîäÿùèõ â Ð
j
. Àëãîðèòì çàêîí÷åí ëèøü òîãäà,

êîãäà ( )1q
j

+λ  = ( )q
jλ  äëÿ âñåõ j = 1, 2, ... , n, ò. å. êîãäà äëÿ êàæäîé âåðøèíû

Ð
j
 íåëüçÿ óäëèíèòü íè îäíó èç öåïî÷åê, âõîäÿùèõ â ýòó âåðøèíó (òàê êàê

âñå îíè íà÷èíàþòñÿ â Ð
0
).

Ïîñëå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðøèí ïî ðàíãàì èõ íóìåðàöèÿ
ïðîèçâîäèòñÿ òàê, êàê â ïðåäûäóùåì ìåòîäå âû÷åðêèâàíèÿ äóã.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà íà ðàññìîòðåííîì âûøå
ïðèìåðå (ðèñ. 10).
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Ïðåäâàðèòåëüíûé øàã. Ïîëàãàåì

( )0
0λ = ( )0

iλ = ... = ( )0
jλ  = 0;   y

ij
 =1   (äëÿ âñåõ (P

i
, Ð

j
)).

Ïåðâûé øàã. Ïðîñìàòðèâàåì âåðøèíû ñåòè, íàïðèìåð, â ïîðÿäêå
P

0
, P

1
, ... , Ð

7
. Â âåðøèíó Ð

1
 âõîäèò ëèøü îäíà äóãà (P

0
,  P

1
), ïîýòîìó

)1(
1λ  = l0 + y01 = l.

Â âåðøèíó Ð
2
 âõîäÿò äâå äóãè (Ð

1
, Ð

2
) è (Ð

7
, Ð

2
), ïîýòîìó

)1(
2λ  = màõ { )1(

1λ  + y12, 
)0(

7λ  + y72} = màõ {2, 1} = 2.

Àíàëîãè÷íî
)1(

3λ  = max{ )1(
2λ  + y

23
, )0(

7λ + y
73

, )0(
4λ + y

43
} = màõ{3, 1, 1} = 3,

)1(
4λ = max{ )0(

5λ  + y
54

, )0(
6λ + y

64
} = màõ{1, 1} = 1,

(1)
5λ  = max{ )1(

1λ  + y
15

, 0λ + y
05

, )0(
6λ + y

65
} = màõ{2, 1, 1} = 2,

(1)
6λ  = l0 + y06 = 1,

)1(
7λ  = max{ )1(

1λ  + y
17

, )1(
5λ + y

57
} = màõ{2, 3} = 3.

Âòîðîé øàã. Ïðîèçâîäèì ïðîñìîòð, íàïðèìåð, ñ êîíöà ñåòè. Ïîëó÷èì
)2(

7λ  = )1(
7λ  = 3, )2(

6λ  = )1(
6λ  = 1,

)2(
5λ  = max{ )1(

1λ  + y
15

, l
0
 + y

05
, )2(

6λ + y
65

} = 2,

)2(
4λ  = max{ )2(

5λ  + y54, 
)2(

6λ + y64} = 3,

)2(
3λ = max{ )1(

2λ  + y
23

, )2(
7λ + y

73
, )2(

4λ + y
43

} = 4,

)2(
2λ  = max{ )1(

1λ  + y
12

, )2(
7λ + y

72
} = 4,

( 2 )
1λ  = l0 + y01 = 1.

Ïîñëå òðåòüåãî øàãà, â êîòîðîì ïðîñìîòð ïðîèçâîäèëñÿ ñ íà÷àëà
ñåòè, ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ l

j
:

)3(
1λ  = 1, )3(

2λ  = 4, )3(
3λ  = 5, )3(

4λ  = 3,

)3(
5λ  = 2, )3(

6λ  = 1, )3(
7λ  = 3.

Íàêîíåö, íà ÷åòâåðòîì øàãå íå ìåíÿåòñÿ íè îäíî )3(
jλ , ò. å.

)4(
jλ  = )3(

jλ  = l*
j
    (j = 0, 1, ... , 7).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå âåðøèí ñåòè
ïî ðàíãàì:

P
0
 - âåðøèíà íóëåâîãî ðàíãà,
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P1, P6 � âåðøèíû ïåðâîãî ðàíãà,
P5 � âåðøèíà âòîðîãî ðàíãà,
Ð4, P7 � âåðøèíû òðåòüåãî ðàíãà,
Ð2 � âåðøèíà ÷åòâåðòîãî ðàíãà,
P3 � âåðøèíà ïÿòîãî ðàíãà.
Çàòåì âñåì âåðøèíàì ïðèñâàèâàåì íîìåðà òàê, êàê ýòî ñäåëàíî

âûøå.
Áóäåì ïîä ïðîíóìåðîâàííîé ñåòüþ ïîíèìàòü ñåòü, âåðøèíû êîòîðîé

ïðîíóìåðîâàíû òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé äóãè (Pi, Pj) èìååò ìåñòî i < j.

2.5. Ïîíÿòèå î ïóòè

Ïîíÿòèå ïóòè óæå âñòðå÷àëîñü íàì ïðè ðàññìîòðåíèè ïðàâèë
ñîñòàâëåíèÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà.

Ïóòü � ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîò, â êîòîðîé êîíå÷íîå
ñîáûòèå êàæäîé ðàáîòû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì ñîáûòèåì ñëåäóþùåé
çà íåé ðàáîòû. Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ïóòè òðåõ âèäîâ:

1) ïîëíûé ïóòü � ëþáîé ïóòü, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
èñõîäíûì ñîáûòèåì ñåòè, à êîíåö � ñ çàâåðøàþùèì;

2) ïóòü îò íà÷àëüíîãî ñîáûòèÿ äî äàííîãî ñîáûòèÿ ñåòè íàçûâàåòñÿ
ïóòåì, ïðåäøåñòâóþùèì ýòîìó ñîáûòèþ, à ïóòü, ñîåäèíÿþùèé ýòî ñîáûòèå
ñ çàâåðøàþùèì ñîáûòèåì ñåòè, � ïóòåì, ñëåäóþùèì çà äàííûì
ñîáûòèåì;

3) ïóòü, ñîåäèíÿþùèé êàêèå-ëèáî äâà ñîáûòèÿ i è j, èç êîòîðûõ íè
îäíî íå ÿâëÿåòñÿ íè èñõîäíûì, íè çàâåðøàþùèì, íàçûâàåòñÿ ïóòåì
ìåæäó ñîáûòèÿìè i è j.

Åñëè èçâåñòíà ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîé ðàáîòû t
ij
, òî äëÿ êàæäîãî

ïóòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà åãî äëèíà (ïðîäîëæèòåëüíîñòü) t(L). Äëèíà
êàæäîãî ïóòè ðàâíà ñóììå ïðîäîëæèòåëüíîñòåé ñîñòàâëÿþùèõ åãî ðàáîò.
Äàäèì ôîðìàëèçîâàííóþ ïîñòàíîâêó ðàñ÷åòà äëèíû ïóòè. Ïóñòü âåñü
êîìïëåêñ ðàáîò óæå èçîáðàæåí â âèäå ïðîíóìåðîâàííîãî ñåòåâîãî
ãðàôèêà, è ïóñòü äëÿ êàæäîé ðàáîòû (P

i
, P

j
) çàäàíà ïðîäîëæèòåëüíîñòü

t
ij
 ≥ 0 åå âûïîëíåíèÿ, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü äëèíîé ýòîé ðàáîòû (äóãè).

Òîãäà ïîä äëèíîé ïóòè (P
i
, P

ji
), (P

ji
,P

j2
), ..., (P

jk
, P

j
) èç P

i
 â P

j
 áóäåì ïîíèìàòü

ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ  âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàáîò,
ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò ïóòü, ò.å. ÷èñëî t

ij1
+ t

ij2
 +� + t

ikj
.

Ñ÷åò âðåìåíè áóäåì âåñòè îò íàñòóïëåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîáûòèÿ P
0
,

ò. å. âðåìÿ Ò
0
 íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ P

0
 áóäåì  ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ.

Âðåìåíåì Ò
j
 íàñòóïëåíèÿ (ñâåðøåíèÿ) ëþáîãî ñîáûòèÿ Ð

j
 áóäåì ñ÷èòàòü

âðåìÿ îêîí÷àíèÿ âñåõ ðàáîò, âõîäÿùèõ â P
j
. Ìèíèìàëüíîå (ò.å. íàèáîëåå

ðàííåå) âðåìÿ âîçìîæíîãî íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ Ð
j
 ðàâíî

ìàêñèìàëüíîé äëèíå ïóòè èç Ð
0
 â P

j
. Îíî æå, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå ðàííèì âðåìåíåì íà÷àëà âñåõ ðàáîò, âûõîäÿùèõ èç P
j
.

Îáîçíà÷èì ýòî âðåìÿ ÷åðåç Ò
j
(0).

Êðèòè÷åñêèì âðåìåíåì ïðîåêòà íàçîâåì ìèíèìàëüíîå âðåìÿ Ò
n
(0)
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íàñòóïëåíèÿ ïîñëåäíåãî ñîáûòèÿ Ðn. Äðóãèìè ñëîâàìè, êðèòè÷åñêîå
âðåìÿ � ýòî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè, íåîáõîäèìîå äëÿ
âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà ðàáîò.

Êðèòè÷åñêèé ïóòü � íàèáîëåå ïðîäîëæèòåëüíûé ïóòü â ñåòåâîì
ãðàôèêå. Ïðè÷åì êðèòè÷åñêèì ïóòåì íàçûâàþò ëþáîé ïóòü èç Ð0 â Ðn ,
èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ äëèíó.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ âðåìåí è êðèòè÷åñêîãî
âðåìåíè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ âðåìåí íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíûì àëãîðèòìîì, ðàññìîòðåííûì ðàíåå  äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ðàíãîâ âåðøèí ñåòè.

Ïðåäâàðèòåëüíûé øàã. Êàæäîìó ñîáûòèþ Ð
j
 ïðèïèñûâàåì ÷èñëî

λj = 0; îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî, êàæäîé ðàáîòå (Pi, Pj) ñòàâèì
òåïåðü â ñîîòâåòñòâèå íå ÷èñëî óij = 1, à ÷èñëî tij � ïðîäîëæèòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû.

Îáùèé øàã.  Ïðîñìàòðèâàåì âñþ ïðîíóìåðîâàííóþ  ñåòü
ïîñëåäîâàòåëüíî îò Ð0 äî Ðn, âû÷èñëÿåì íîâûå çíà÷åíèÿ l′j÷èñåë lj no
ôîðìóëå:

λ′j = max{λ′i + tij}    (j = 1, ..., n) } λ′0 = l0 = 0 (1.3)
è çàïèñûâàåì îêîëî êàæäîãî âû÷èñëåííîãî l′j íîìåðà i1, i2, � , νi  òåõ
ñîáûòèé Pi, äëÿ êîòîðûõ â ôîðìóëå (1.4) áûë äîñòèãíóò ìàêñèìóì. Ýòè
ïîìåòêè áóäóò çàòåì èñïîëüçîâàíû ïðè îòûñêàíèè êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Óáåäèìñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðîíóìåðîâàííîé ñåòè

âòîðîé øàã íå èçìåíèò íè îäíîãî èç ÷èñåë λ′
j
 = ( )1

jλ , ïîëó÷åííûõ ïîñëå

ïåðâîãî øàãà.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ñåòü ïðîñìàòðèâàåòñÿ â ïîðÿäêå P

0
, P

1
, ..., P

i
,

.... P
j
, ..., Ð

n
, òî ÷èñëî λ′

j
  âû÷èñëÿåòñÿ ëèøü ïîñëå òîãî, êàê îïðåäåëåíû

âñå ÷èñëà λ′i, ó÷àñòâóþùèå â âû÷èñëåíèè λ′j (i < j). Äàëåå, ïîñêîëüêó ÷èñëà

t
ij
 îäíè è òå æå íà âñåõ øàãàõ, òî, êàê âèäíî èç (1.4), ÷èñëî ( )2

jλ  ìîæåò

îêàçàòüñÿ áîëüøå ÷èñëà ( )1
jλ  ëèøü òîãäà, êîãäà ( )2

1λ  > ( )1

1λ ïðè íåêîòîðîì

i < j. Íî ( )2
0λ  = ( )1

0λ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ( )2
1λ  = ( )1

1λ . Íî òîãäà ( )2
2λ  = ( )1

2λ , è ò.ä.

Êàæäîå èç ÷èñåë λ′
j
 (ó = 1, ... , n), ïîëó÷åííîå ïîñëå åäèíñòâåííîãî

øàãà, îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïóòè èç Ð
0
 â P

j
 è,

ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíî ìèíèìàëüíîìó âðåìåíè ( )0
jT  íàñòóïëåíèÿ ñîáû-

òèÿ P
j
. Íàêîíåö, ÷èñëî λ′

n 
=  ( )0

nT äàåò êðèòè÷åñêîå âðåìÿ ïðîåêòà.

2.6. Âðåìåííûå ïàðàìåòðû ñåòåâûõ ãðàôèêîâ

Äëÿ ñåòåâûõ ãðàôèêîâ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: èç
âñåõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ Ð

0
 è Ð

n
 , êðèòè÷åñêèì, ò.å. èìåþùèì
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ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ( )0
nT , ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òîò ïóòü, äëÿ âñåõ äóã

(Pi, Pj) êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå:
( )0
jT  - ( )0

iT  - t
ij 
= 0.

Ñâîáîäíûì ðåçåðâîì âðåìåíè ðàáîòû (Ði, Pj) íàçûâàåòñÿ

ðàçíîñòü: ( )0
jT  - ( )0

iT  - tij. Äëÿ ëþáîé ðàáîòû, âõîäÿùåé â êðèòè÷åñêóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñâîáîäíûé ðåçåðâ âðåìåíè ðàâåí íóëþ, à äëÿ
ðàáîò, íå ëåæàùèõ íà êðèòè÷åñêîì ïóòè, �

( )0
jT  - ( )0

iT  - t
ij 
≥ 0.

Ââîäèòñÿ òàêæå âðåìåííûå ïàðàìåòðû � ìàêñèìàëüíûå âðåìåíà

íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé. Ìàêñèìàëüíîå èëè íàèáîëåå ïîçäíåå âðåìÿ ( )1
jT

íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ P
j
 îçíà÷àåò, ÷òî îêîí÷àíèå â ìîìåíò ( )1

jT  âñåõ

ðàáîò, âõîäÿùèõ â Pj, íå ïîìåøàåò îêîí÷àíèþ âñåãî êîìïëåêñà ðàáîò

çà âðåìÿ Ò
n
; ò.å. ( )1

jT � íàèáîëåå ïîçäíåå âðåìÿ îêîí÷àíèÿ âñåõ ðàáîò,

âõîäÿùèõ â Pj, 
( )1
jT ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó Òn è ìàêñèìàëüíîé äëèíîé

ïóòè èç Pj â Ðn.
Ñóùåñòâóþò óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ñîáûòèÿ è ðàáîòû

êðèòè÷åñêîìó ïóòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîáûòèå P
j
 ïðèíàäëåæàëî

êðèòè÷åñêîìó ïóòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî:

( )1
jT  = ( )0

jT .

Ðàáîòà  (P
i
, P

j
) âõîäèò â íåêîòîðûé êðèòè÷åñêèé ïóòü òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà
( )1
jT  - ( )0

jT  - t
ij 
= 0.

Âåëè÷èíà ( )1
jT  - ( )0

jT  - tij  íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ðåçåðâîì âðåìåíè

ðàáîòû (P
i
, P

j
) Rn(ij).

 Ïîëíûé ðåçåðâ � ýòî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè, êîòîðûì
ìû ðàñïîëàãàåì äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ
ðàáîòû (Pi, Pj) (åñëè, êîíå÷íî, ýòî äîïóñòèìî õàðàêòåðîì ðàáîòû) áåç
óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè Tn âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà.

Ïîëíûé ðåçåðâ îçíà÷àåò òàêæå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè,
íà êîòîðîå ìîæíî îïîçäàòü ñ íà÷àëîì ðàáîòû (Ði, Ðj), ïî ñðàâíåíèþ ñ

íàèáîëåå ðàííèì âîçìîæíûì âðåìåíåì åå íà÷àëà ( )0
iT , íå óâåëè÷èâàÿ
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ïðè ýòîì âðåìåíè Tn âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà.
Êðîìå òîãî, ïîëíûé ðåçåðâ ðàáîòû åñòü ðàçíîñòü ìåæäó âðåìåíåì

âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà è ìàêñèìàëüíîé äëèíîé ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
ýòó ðàáîòó.

Ïîëíûé ðåçåðâ ó êðèòè÷åñêèõ ðàáîò ðàâåí íóëþ. Íåêðèòè÷åñêèå
ðàáîòû îáëàäàþò íåíóëåâûì ïîëíûì ðåçåðâîì.

Óâåëè÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè íåêðèòè÷åñêîé ðàáîòû çà ñ÷åò
èñïîëüçîâàíèÿ âñåãî åå ïîëíîãî ðåçåðâà îáÿçàòåëüíî âëå÷åò
ïîÿâëåíèå íîâîãî êðèòè÷åñêîãî ïóòè, â ñîñòàâ êîòîðîãî âîéäåò ýòà
ðàáîòà.

Îïîçäàíèå íà÷àëà íåêðèòè÷åñêîé ðàáîòû (P
I
, Ðj) ïî ñðàâíåíèþ ñ

( )0
iT  íà âñþ âåëè÷èíó åå ïîëíîãî ðåçåðâà ïîâëå÷åò çà ñîáîé

íåîáõîäèìîñòü íà÷èíàòü âñå ðàáîòû, âûõîäÿùèå èç ñîáûòèÿ Pj, â

íàèáîëåå ïîçäíåå äîïóñòèìîå âðåìÿ ( )1
jT íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ.

Ñâîáîäíûé ðåçåðâ âðåìåíè ( )0
jT  - ( )0

iT  - tij ðàáîòû (Pi, Pj),

îïðåäåëåííûé âûøå, � ýòî ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå óâåëè÷åíèå
ïðîäîëæèòåëüíîñòè ýòîé ðàáîòû (èëè çàïàçäûâàíèå åå íà÷àëà ïî
ñðàâíåíèþ ñ íàèáîëåå ðàííèì âîçìîæíûì âðåìåíåì åå íà÷àëà ( )0

iT ),
íå íàðóøàþùåå âîçìîæíîñòè íà÷èíàòü âñå ðàáîòû (P

j
, P

i 
), âûõîäÿùèå

èç Ðj, â íàèáîëåå ðàííåå äîïóñòèìîå âðåìÿ ( )0
jT .

Óâåëè÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû (P
j
, P

i
) íà ÷àñòü åå

ñâîáîäíîãî ðåçåðâà ( )0
jT  - ( )0

iT  - t
ij 
ìîæåò óìåíüøèòü ïîëíûé ðåçåðâ

( )1
iT  - ( )0

kT  - t
ki 

 ðàáîò (Ð
k
, Ð

i
), âõîäÿùèõ â ñîáûòèå P

i
 (êîíå÷íî, åñëè

( )0
iT  ≠ ( )1

iT ), è íå âëèÿåò íà ðåçåðâû ðàáîò, âûõîäÿùèõ èç ñîáûòèÿ Ðj.

ßñíî, ÷òî äëÿ ðàáîò, îêàí÷èâàþùèõñÿ â ñîáûòèÿõ, ëåæàùèõ íà
êðèòè÷åñêîì ïóòè, ïîëíûé ðåçåðâ ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíûì.

Íàêîíåö, êðîìå ïîëíîãî è ñâîáîäíîãî ðåçåðâîâ âðåìåí ðàáîòû
(Ð

i
, P

j
), ââîäèòñÿ åùå ïîíÿòèå åå íåçàâèñèìîãî  ðåçåðâà âðåìåíè,

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

max{0, ( )0
jT - ( )1

iT - tij}.   (1.4)

Ñìûñë íåçàâèñèìîãî ðåçåðâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí îçíà÷àåò
ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè äëÿ óâåëè÷åíèÿ
ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû (Pi, Ðj) èëè çàïàçäûâàíèÿ åå íà÷àëà ïðè
óñëîâèè, ÷òî âñå ðàáîòû (Ðk,Pi), âõîäÿùèå â ñîáûòèå Pi, çàêàí÷èâàþòñÿ â

íàèáîëåå ïîçäíåå äîïóñòèìîå âðåìÿ ( )1
iT , à âñå ðàáîòû (P

j
, P

i
),

âûõîäÿùèå èç Ð
j
, íà÷èíàþòñÿ â íàèáîëåå ðàííåå äîïóñòèìîå âðåìÿ ( )0

jT .
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå íà ðàáîòå (Pi, Pj) åå íåçàâèñèìîãî
ðåçåðâà ñîâåðøåííî íå âëèÿåò íà ðåçåðâû äðóãèõ ðàáîò.

ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ðàáîòû, âûõîäÿùåé èç ñîáûòèÿ, ëåæàùåãî íà
êðèòè÷åñêîì ïóòè, íåçàâèñèìûé ðåçåðâ âðåìåíè ñîâïàäàåò ñî
ñâîáîäíûì.

Ñåòåâîé ãðàôèê õîòÿ è äàåò ÷åòêîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîðÿäêå
ñëåäîâàíèÿ ðàáîò, âñå æå íåäîñòàòî÷íî íàãëÿäåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåõ
ðàáîò, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â êàæäûé äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.
Ïîýòîìó, â ñëó÷àå íåáîëüøîãî ïðîåêòà, ïîñëå ñîñòàâëåíèÿ
ïðîíóìåðîâàííîãî ñåòåâîãî ãðàôèêà ðåêîìåíäóåòñÿ ñîñòàâëÿòü òàê
íàçûâàåìóþ ëèíåéíóþ äèàãðàììó ïðîåêòà. Ëèíåéíàÿ äèàãðàììà �
ñåòåâîé ãðàôèê, â êîòîðîì êàæäàÿ ðàáîòà èçîáðàæàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì
îñè âðåìåíè îòðåçêîì, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïðîäîëæèòåëüíîñòè ýòîé
ðàáîòû. Ôèêòèâíàÿ ðàáîòà èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé.

Íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè íàíîñèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ øêàëà âðåìåíè t.
Êàæäàÿ ðàáîòà èçîáðàæàåòñÿ îòðåçêîì èëè ïîëîñêîé, ïàðàëëåëüíîé îñè
âðåìåíè, äëèíîé, ðàâíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ýòîé ðàáîòû (ôèêòèâíàÿ
ðàáîòà íóëåâîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé). Ñîáûòèÿ Ði

è Ðj � íà÷àëî è êîíåö ðàáîòû (Ði, Pj) � ñòàâÿò ñîîòâåòñòâåííî â íà÷àëå è
â êîíöå ïîëîñêè. Ïîëîñêè, ðàñïîëàãàþò îäíó íàä äðóãîé, ñíèçó ââåðõ, â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñà j (îêîí÷àíèÿ ðàáîòû (Ði, Pj)), à äëÿ ðàáîò,
âõîäÿùèõ â îäíî è òî æå Ðj - â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñà i (íà÷àëà
ðàáîòû). Ìîìåíò íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ P0 ñ÷èòàþò íà÷àëîì ïðîåêòà è
ïîëàãàþò åãî ðàâíûì íóëþ, ò. å. ïîëîñêè (Ð

0
, Ð

j
) îòêëàäûâàþò îò âåðòèêàëè

t = 0. Ïîëîñêó (Ð
i
, Ð

j
) îòêëàäûâàþò òàê, ÷òîáû åå íà÷àëî Ð

i
 ëåæàëî íà

îäíîé âåðòèêàëè ñ ñàìûì ïðàâûì êîíöîì âñåõ ïîëîñîê-ðàáîò (Ð
k
, Ð

i
),

çàêàí÷èâàþùèõñÿ â Ð
i
.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëî ïîëîñêè (Ð
i
, P

j
) ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîìó

âðåìåíè ( )0
iT íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ P

j
.

Íà ðèñ. 14 ïðèâåäåíà ëèíåéíàÿ äèàãðàììà ñåòè ðèñ. 13.

Ðèñ. 13. Ïðèìåð ñåòåâîãî ãðàôèêà

Îïðåäåëèì ïî ëèíåéíîé äèàãðàììå êðèòè÷åñêîå âðåìÿ,
êðèòè÷åñêèå ïóòè, à òàêæå ðåçåðâû âðåìåíè âñåõ ðàáîò.
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Êðèòè÷åñêîå âðåìÿ ïðîåêòà  ðàâíî êîîðäèíàòå ïî îñè âðåìåíè
ñàìîãî ïðàâîãî êîíöà âñåõ ïîëîñîê ëèíåéíîé äèàãðàììû. Â íàøåì

ñëó÷àå êðèòè÷åñêîå âðåìÿ ( )0
iT  ðàâíî 15.

Ðèñ. 14. Ëèíåéíàÿ äèàãðàììà ñåòè

Êðèòè÷åñêèé ïóòü ìîæíî íàéòè ïî äèàãðàììå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìàòðèâàåì ïîëîñêè-ðàáîòû ñ ïîñëåäíèì ñîáûòèåì (Ð7) â ïðàâîì
êîíöå, çàêàí÷èâàþùèåñÿ â êðèòè÷åñêîå âðåìÿ, ò. å. ïîëîñêè, ïðàâûé
êîíåö êîòîðûõ ðàñïîëîæåí íà âåðòèêàëè êðèòè÷åñêîãî âðåìåíè
(íà ðèñ. 14 � ýòî ðàáîòû (Ð

5
, Ð

7
) è (Ð

4
, Ð

7
)).

Çàòåì èç ïîëîñîê-ðàáîò, êîíå÷íûå ñîáûòèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ
íà÷àëüíûìè ñîáûòèÿìè (Ð5 è Ð4) ðàññìîòðåííûõ ïîëîñîê, âûáèðàåì òå,
ó êîòîðûõ ïðàâûå êîíöû ðàñïîëîæåíû íà îäíîé âåðòèêàëè ñ ëåâûìè
êîíöàìè ðàññìîòðåííûõ ïîëîñîê (íà ðèñ. 14 � ýòî ðàáîòû (Pi, Ð5) è
(Ð3, Ð4)). Ïðîäîëæàåì òàê âûäåëÿòü ïîëîñêè, ïîêà íå ïðèäåì ê ïîëîñêàì,
íà÷èíàþùèìñÿ â Ð0 (íà ðèñ. 14 � ê ïîëîñêàì (Ð0, Ð1) è (Ð0, Ð3)).
Âûäåëåííûå ïîëîñêè-ðàáîòû îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ êðèòè÷åñêèõ
ðàáîò (íà ðèñ.14 çàøòðèõîâàíû) è ïîçâîëÿþò îáíàðóæèòü âñå
êðèòè÷åñêèå ïóòè.

Íà ðèñ. 14 ïîëó÷èëîñü äâà êðèòè÷åñêèõ ïóòè:
(Ð0, Ð1, Ð5, Ð7) è (Ð0, Ð3, Ð4, Ð7),

êîòîðûå âûäåëåíû äâóìÿ ëîìàíûìè.
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Ñâîáîäíûé ðåçåðâ âðåìåíè ( )0
jT - ( )1

iT - t
ij
 ðàáîòû (Ð

i
, Ð

j
) íà ëèíåéíîé

äèàãðàììå, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøàÿ äëèíà îòðåçêà,
íà êîòîðûé ìîæíî ñäâèíóòü âïðàâî ïîëîñêó (Ð

i
, Ð

j
), íå ñäâèãàÿ íè îäíîé

èç ïîëîñîê (Ð
j
, P

i
),  ò. å. íå èçìåíÿÿ íà÷àëà ( )0

jT ðàáîò (Ð
j
, P

i
), âûõîäÿùèõ

èç ñîáûòèÿ Ð
j
.

Íà ðèñ. 14 ñâîáîäíûé ðåçåðâ, íàïðèìåð, ðàáîòû (Ð
1
, P

0
) ðàâåí 3,

òàê êàê ïîëîñêó (Ð
1
, Ð

6
) ìîæíî ñäâèíóòü âïðàâî íà 3, íå ñäâèãàÿ ïîëîñêè

(P
6
, Ð

7
). Ðàáîòà æå (Ð

5
, Ð

6
) íå èìååò ñâîáîäíîãî ðåçåðâà, òàê êàê ëþáîé

ñäâèã âïðàâî ïîëîñêè (Ð
5
, Ð

6
) âîçìîæåí ëèøü ïðè òàêîì æå ñäâèãå

ïîëîñêè (P
6
, Ð

7
).

Äëÿ îòûñêàíèÿ ïîëíûõ ðåçåðâîâ âðåìåíè ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê

îïðåäåëèòü ïî ëèíåéíîé äèàãðàììå ìàêñèìàëüíûå âðåìåíà ( )1
jT

íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé Pj.
Äëÿ ýòîãî ñäâèãàåì âïðàâî äî âåðòèêàëè êðèòè÷åñêîãî ïóòè ïîëîñêè-

ðàáîòû, ïðàâûì êîíöîì êîòîðûõ ñëóæèò ïîñëåäíåå ñîáûòèå (íà ðèñ. 15
ýòî ïîêàçàíî ïóíêòèðîì äëÿ ïîëîñêè-ðàáîòû (P6, P7)). Ñïóñêàÿñü çàòåì
ñâåðõó âíèç, ñäâèãàåì îäíó çà äðóãîé âñå ïîëîñêè âïðàâî íà
ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå îòðåçêè (ìîæåò áûòü íóëåâîé äëèíû), ò. å. òàê,
÷òîáû ïðàâûå êîíöû Pj ñäâèãàåìûõ ïîëîñîê ïîïàëè íà îäíó âåðòèêàëü
ñ ñàìûì ëåâûì êîíöîì Ðj óæå ñäâèíóòûõ ïîëîñîê. Ýòîò ñàìûé ëåâûé
êîíåö Ðj ðàíåå ñäâèíóòûõ ïîëîñîê îïðåäåëÿåò (ïî øêàëå âðåìåíè)

ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ( )1
jT  íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ P

j
. Íà ðèñ. 15 ñäâèíóòûå

ðàáîòû (P
6
, P

7
), (P

5
, Ð

6
),(P

1
, P

6
), (P

3
, P

5
), (Ð

2
, P

4
), (P

2
, P

3
), (P

1
, P

3
), (P

0
, P

2
)

ïîêàçàíû ïóíêòèðîì.
Îáúÿñíèì ñäâèã, íàïðèìåð, ïîëîñêè-ðàáîòû (Ð

0
, Ð

2
). Èç äâóõ ðàíåå

ñäâèíóòûõ ïîëîñîê (Ð
2
, Ð

3
) è (Ð

2
, Ð

4
) ëåâåå  îêàçàëîñü íà÷àëî ïîëîñêè

(Ð
2
, Ð

3
). Âåðòèêàëü t = 3 ýòîãî íà÷àëà îïðåäåëÿåò êîíåö ñäâèãàåìîé

ïîëîñêè (Ð0, Ð2), à òàêæå ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ( )1
2T = 3 íàñòóïëåíèÿ

ñîáûòèÿ Ð
2
.

Òåïåðü ïî ïîëó÷åííîé ïîñëå ñäâèãîâ ëèíåéíîé äèàãðàììå ïîëíûé

ðåçåðâ âðåìåíè ( )0
jT - ( )1

iT - tij  ðàáîòû (P
I
, Ðj) îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåëè÷èíà

åå ñäâèãà, ò. å. êàê äëèíà îòðåçêà îò ñòàðîãî ïîëîæåíèÿ Ðj (äî ñäâèãà)
äî íîâîãî ïîëîæåíèÿ Ðj (ïîñëå ñäâèãà).
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Ðèñ. 15. Àíàëèç ñåòåâîãî ãðàôèêà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé äèàãðàììû

Íàïðèìåð, ïîëíûå ðåçåðâû ðàáîò (P
1
, P

6
) è (P

3
, P

5
) ðàâíû

ñîîòâåòñòâåííî 4 è 1; ïîñëåäíèé ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíûì ðåçåðâîì
ðàáîòû (Ð

3
,  P

5
).

Åñëè êàêóþ-íèáóäü èç ðàáîò óäëèíèòü íà âåëè÷èíó åå ïîëíîãî
ðåçåðâà, òî îíà ñòàíåò êðèòè÷åñêîé è áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïî êðàéíåé
ìåðå îäíîìó íîâîìó êðèòè÷åñêîìó ïóòè.

3. ÀÍÀËÈÇ È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÑÅÒÅÂÎÃÎ ÃÐÀÔÈÊÀ

3.1. Êîýôôèöèåíò íàïðÿæåííîñòè ðàáîòû

Ðåçåðâû âðåìåíè èñïîëüçóþòñÿ â ñèñòåìàõ ÑÏÓ äëÿ îïòèìèçàöèè
ïëàíà, êîíòðîëÿ çà åãî âûïîëíåíèåì è äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ õîäà ðàáîò
ñ ó÷åòîì ôàêòè÷åñêîãî èõ ñîñòîÿíèÿ è ïðåäïîëàãàåìûõ èçìåíåíèé.
Âåëè÷èíà ïîëíîãî ðåçåðâà âðåìåíè, áóäó÷è ñàìà ïî ñåáå âàæíûì
ïàðàìåòðîì ñåòè, âñå æå íå ìîæåò äîñòàòî÷íî ïîëíî õàðàêòåðèçîâàòü
íàïðÿæåííîñòü ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ ðàáîò.
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Ðèñ. 16. Ñåòåâîé ãðàôèê ñ îïðåäåëåíèåì î÷åðåäíîñòè ñîáûòèé è
äëèòåëüíîñòè ðàáîò

Òàê, íàïðèìåð, â ñåòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 16, ðàáîòû (2, 6) è
(6, 7), ëåæàùèå íà ïóòè L1 (1, 2, 6, 7, 8), è ðàáîòû (3, 4) è (4, 5), ëåæàùèå íà
ïóòè L2 (1, 2, 3, 4, 5, 7, 8), èìåþò îäèíàêîâûé ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè,
ðàáîòû (2, 6) è (6, 7) çíà÷èòåëüíî íàïðÿæåííåå, òàê êàê èìåþùèéñÿ ó
íèõ ðåçåðâ âðåìåíè ðàñïðåäåëÿåòñÿ íà ãîðàçäî áîëüøåé áàçå, ÷åì ó
ðàáîò (3, 4) è (4, 5).

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè íàïðÿæåííîñòè ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ
ðàáîò ìîæåò ñëóæèòü âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåííîñòè ðàáîò
Êí(i, j).

Êîýôôèöèåíò íàïðÿæåííîñòè ðàáîòû  � îòíîøåíèå
ïðîäîëæèòåëüíîñòè íåñîâïàäàþùèõ îòðåçêîâ ïóòè, îäíèì èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ïóòü ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
äàííóþ ðàáîòó, à äðóãèì � êðèòè÷åñêèé ïóòü.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç t′
êð
(L) ïðîäîëæèòåëüíîñòü îòðåçêà êðèòè÷åñêîãî

ïóòè, ñîâïàäàþùåãî ñ ïóòåì L(i, j)
max

, ïîëó÷èì:

K
í
(i, j) = 

( ) ( )
( )Ltt

LtLt

êðêð

êðmax

′−
′−

èëè

K
í
(i, j) = 1 - 

( )
( )Ltt

j,iR

êðêð

n

′− , ãäå

R
n
 � ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè.

Âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåííîñòè ïîìîãàåò ïðè
óñòàíîâëåíèè ïëàíîâûõ ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ ðàáîò îöåíèòü, íàñêîëüêî
ñâîáîäíî ìîæíî ðàñïîëàãàòü èìåþùèìèñÿ ó íèõ ðåçåðâàìè âðåìåíè, à
èñïîëíèòåëÿì ðàáîò äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñòåïåíè ñðî÷íîñòè ðàáîò èëè
î÷åðåäíîñòè èõ âûïîëíåíèÿ (íàïðèìåð, ïðè ìíîãîòåìíîñòè, êîãäà
âûïîëíÿåìûå èñïîëíèòåëåì ðàáîòû ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñåòÿì), åñëè
ýòî íå îïðåäåëÿåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ñâÿçÿìè ðàáîò.

Â ïðèìåðå (ðèñ. 16) êîýôôèöèåíò íàïðÿæåííîñòè ó ðàáîò (2, 6) è
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(6, 7) ïóòè L1 ðàâåí 0,75, à ó ðàáîò (3, 4) è (4, 5) ïóòè L2 � âñåãî 0,5. Ýòî
ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ðàâåíñòâî ïîëíûõ ðåçåðâîâ
âðåìåíè, ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïóòè L1 çíà÷èòåëüíî áîëåå æåñòêèå.

Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ êðèòè÷åñêîé, ïîäêðèòè÷åñêîé è ðåçåðâíîé çîíû.
Êðèòè÷åñêàÿ çîíà � òàêèå ðàáîòû, äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò
íàïðÿæåííîñòè ïðåâûøàåò 0,8. Ïîäêðèòè÷åñêàÿ çîíà � òàêèå ðàáîòû,
â êîòîðûõ êîýôôèöèåíò íàïðÿæåííîñòè íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 0,6
äî 0,8. Ðåçåðâíàÿ çîíà � òàêèå ðàáîòû, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíò
íàïðÿæåííîñòè íå ïðåâûøàåò 0,6. Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòû (2, 6) è (6, 7)
ëåæàò â ïîäêðèòè÷åñêîé çîíå, à ðàáîòû (3,4) è (4,5) � â ðåçåðâíîé.

3.2. Àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ êàëåíäàðíûõ ñåòåé

Îïòèìèçàöèÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà � ïðîöåññ óëó÷øåíèÿ îðãàíèçàöèè
âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò, ñ ó÷åòîì ñðîêà åãî âûïîëíåíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ
ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ äëèíû êðèòè÷åñêîãî ïóòè, âûðàâíèâàíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ íàïðÿæåííîñòè ðàáîò, ðàöèîíàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ðåñóðñîâ. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñåòåâîãî ãðàôèêà âîçíèêàþò òàêæå ïðè
ñòðåìëåíèè ìèíèìèçèðîâàòü ñòîèìîñòü âñåãî êîìïëåêñà ðàáîò (âñåãî
ïðîåêòà) çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ
ðàáîò ïðè çàäàííîì âðåìåíè îñóùåñòâëåíèÿ ïðîåêòà.

Ê îïòèìèçàöèîííûì îòíîñÿòñÿ òàêæå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âðåìåíè
âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà ïðè çàäàííîé åãî ñòîèìîñòè. Êîìïëåêñíàÿ
îïòèìèçàöèÿ � íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ âåëè÷èí
ñòîèìîñòè è ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ
öåëåé, ñòàâÿùèõñÿ ïðè åãî ðåàëèçàöèè.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðÿìûå çàòðàòû ñ
ij
 íà âûïîëíåíèå

êàæäîé ðàáîòû (P
i
, P

j
) óáûâàþò ñ âîçðàñòàíèåì ïðîäîëæèòåëüíîñòè t

ij
 åå

âûïîëíåíèÿ.
Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

ñòîèìîñòè ïðîåêòà ïðè ôèêñèðîâàííîé åãî ïðîäîëæèòåëüíîñòè.
Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî áåçðåçåðâíîãî ïëàíà.
Ïóñòü äëÿ äàííîãî ïðîåêòà ñ çàäàííûìè ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè

t
ij
 = d

ij
 âûïîëíåíèÿ ðàáîò (Ð

i
, Ð

j
) âû÷èñëåíû ìèíèìàëüíûå è

ìàêñèìàëüíûå âðåìåíà ( )0
jT è ( )1

jT íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé Ð
j
, è îïðåäåëåíû

êðèòè÷åñêèå è íåêðèòè÷åñêèå ðàáîòû. Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàâèñèìîñòü
ñòîèìîñòè ñ

ij
 ïðÿìûõ çàòðàò íà âûïîëíåíèå êàæäîé ðàáîòû (Ð

i
, Ð

j
) îò åå

ïðîäîëæèòåëüíîñòè t
ij
 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

cij = -aij tij+bij       (aij ≥ 0, bij > 0) (ëèíåéíûé âàðèàíò)
èëè

cij = 
ij

ij

t

a
      (aij > 0)   (âûïóêëûé âàðèàíò).
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Êàê ìû çíàåì, ëèøü äëÿ íåêðèòè÷åñêèõ ðàáîò ñóùåñòâóþò ðåçåðâû
âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïî õàðàêòåðó íåêðèòè÷åñêîé ðàáîòû
äîïóñòèìî óâåëè÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè åå âûïîëíåíèÿ çà ñ÷åò
èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ðåçåðâà âðåìåíè, ÷òî, êîíå÷íî, óìåíüøàåò åå
ñòîèìîñòü.

Âîçíèêàåò çàäà÷à: ïðè íàéäåííîì êðèòè÷åñêîì âðåìåíè
èñïîëüçîâàòü ðåçåðâû äëÿ íåêðèòè÷åñêèõ ðàáîò òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü
îïòèìàëüíûé ïëàí, ò. å. ïëàí, ìèíèìèçèðóþùèé ñòîèìîñòü âñåãî
êîìïëåêñà ðàáîò.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è âûÿñíèì ïðåä-
âàðèòåëüíî íåêîòîðûå îñîáåííîñòè îïòèìàëüíîãî ïëàíà.

Â îïòèìàëüíîì ïëàíå ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîé ðàáîòû äîëæíà
äîñòèãàòü íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ, ò.å. êàæäàÿ ðàáîòà äîëæíà
ñòàòü êðèòè÷åñêîé. Ïîýòîìó, ñ÷èòàÿ íåèçâåñòíûìè âðåìåíà Òj íàñòóïëåíèÿ
ñîáûòèé Ðj (j = 0, 1, ... , n), çàêëþ÷àåì, ÷òî â îïòèìàëüíîì ïëàíå ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü tij êàæäîé ðàáîòû (Ði, Pj) äîëæíà áûòü ðàâíîé ðàçíîñòè
Òj �Ti.

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà
ïðè çàðàíåå íàéäåííîì êðèòè÷åñêîì âðåìåíè è êðèòè÷åñêèõ ïóòÿõ, òî
âðåìåíà íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé, ëåæàùèõ íà èçâåñòíûõ íàì êðèòè÷åñêèõ
ïóòÿõ, ôèêñèðîâàíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì ïðàâî òàêæå ñ÷èòàòü
ôèêñèðîâàííûìè è ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò (Ði, Pj), îáà êîíöà Ði è Ðj

êîòîðûõ ëåæàò íà êðèòè÷åñêèõ ïóòÿõ.
Ìíîæåñòâî ñîáûòèé Ð

j
, ëåæàùèõ íà êðèòè÷åñêèõ ïóòÿõ, îáîçíà÷èì

÷åðåç Ê (î÷åâèäíî, P
0
 ∈ K, P

n
 ∈ K), à ìíîæåñòâî ðàáîò (P

i
, Ð

j
), ó êîòîðûõ

ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîíåö íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ê (íå ëåæèò íè
íà îäíîì êðèòè÷åñêîì ïóòè), îáîçíà÷èì ÷åðåç R.

Òåïåðü ïðèâåäåííàÿ âûøå çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê:
íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè

z = 
{ }∑

∈

+−−
R)P,P(

ijijij

ji

b)TT(a

(aij ≥ 0, bij > 0) (ëèíåéíûé âàðèàíò)
èëè ôóíêöèè

z =  ∑
∈ −

R)P,P( ij

ij

ji
TT

a

      (à
ij
 > 0) (âûïóêëûé âàðèàíò)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
Tj � Ti ≥ dij     äëÿ âñåõ ðàáîò (Pi,Pj) ∈ R,

Tj = ( )0
jT = ( )1

jT     äëÿ âñåõ ñîáûòèé Ð
j
 ∈ Ê.

d
ij
  � æåñòêîå îãðàíè÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû (ïðåäïîëàãàåòñÿ,







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÷òî âñå dij ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè çàäàííûõ ïðîäîëæèòåëüíîñòÿõ dij âû-

ïîëíåíèÿ ðàáîò (Ði, Pj) âû÷èñëåíî êðèòè÷åñêîå âðåìÿ Têð ïðîåêòà è
íàéäåíû âñå êðèòè÷åñêèå ïóòè. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å
îïòèìàëüíûé ïëàí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî ñòîèìîñòè ëèøü ñðåäè
âñåõ ïëàíîâ, âûïîëíÿåìûõ çà âðåìÿ Têð, ò. å. âûïîëíÿåìûõ çà
ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå äëÿ ýòîãî ïðîåêòà âðåìÿ. Î÷åâèäíî,
ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïðîåêòà ñíèçèòñÿ, åñëè óäëèíèòü âðåìÿ Ò åãî
âûïîëíåíèÿ, òàê êàê òîãäà âîçìîæíî óâåëè÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè
ëþáîé ðàáîòû. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âðåìÿ Ò âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà
áîëüøå, ÷åì Têð, òî îïòèìàëüíûé ïëàí èùåòñÿ âî ìíîæåñòâå ïëàíîâ,
áîëåå øèðîêîì, ÷åì â ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å (êîãäà Ò = Têð), è
ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ïëàíà áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïðè Ò = Têð.

3.3 Îïòèìèçàöèÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ
äëèíû êðèòè÷åñêîãî ïóòè

Ïîíÿòèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïóòè èìååò ÷ðåçâû÷àéíî
âàæíîå çíà÷åíèå â ñèñòåìàõ ÑÏÓ.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà êðèòè÷åñêîãî ïóòè îïðåäåëÿåò îáùóþ
ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîò ïî îáúåêòó â öåëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû
ñîêðàòèòü ñðîêè ñîçäàíèÿ íîâîãî îáúåêòà, íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî
ïðèíÿòü ìåðû, ïîçâîëÿþùèå ñîêðàòèòü ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò,
íàõîäÿùèõñÿ íà êðèòè÷åñêîì ïóòè. Ïîýòîìó ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîãî ïóòè
â ñèñòåìàõ ÑÏÓ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïòèìèçàöèè ïëàíà ïî êîíå÷íîìó ñðîêó
ñîçäàíèÿ íîâîãî îáúåêòà. Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ êàê íà ñòàäèè
ñîñòàâëåíèÿ èñõîäíîãî ïëàíà, òàê è íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàäèè
îïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ðàçðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ èçûñêàíèå ìåòîäîâ
ñîêðàùåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò, ïîïàâøèõ íà êðèòè÷åñêèé ïóòü,
îñîáî òùàòåëüíûé êîíòðîëü çà ñîáëþäåíèåì óñòàíîâëåííûõ ñðîêîâ
âûïîëíåíèÿ èìåííî ýòèõ ðàáîò è ïðèíÿòèå îïåðàòèâíûõ ìåð ïî
ïðåäîòâðàùåíèþ èõ ñðûâà.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ, ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñåòåâîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, êðîìå îãðàíè÷åííîñòè ïî âðåìåíè, ïðèõîäèòñÿ
ñòàëêèâàòüñÿ ñ îãðàíè÷åííîñòüþ ðåñóðñîâ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ðàáî÷àÿ
ñèëà, îáîðóäîâàíèå è ò.ï. Òîãäà âîçíèêàåò çàäà÷à òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ðåñóðñîâ, êîòîðîå ìèíèìèçèðîâàëî áû âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ ïî
ðàáîòàì, ò.å. â òàêîì ðàçìåùåíèè ðàáîò, êîòîðîå ïðè çàäàííûõ
îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ îáåñïå÷èâàëî áû âûïîëíåíèå ïðîåêòà â
ìèíèìàëüíûå ñðîêè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è âûãëÿäèò òàê.
Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè

Z=Tn
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
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0 ( , )

0 ( , )
j i ij i j

ij ij ij i j

T T t äëÿâñåõ P P

d t D äëÿâñåõ P P

− − ≥ 
≤ ≤ ≤ 

Ò0 = 0
(dij � îãðàíè÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû ñíèçó, Dij � îãðàíè÷åíèÿ
ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû ñâåðõó).

( , )

( )
i j

i j ij ij
Ð P

a t b C− + ≤∑  � ëèíåéíûé âàðèàíò

èëè

ij

ij

a
C

t
≤∑  � âûïóêëûé âàðèàíò,

ãäå Ñ � ñòîèìîñòü ðåñóðñîâ.

Çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà � çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäà÷à äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè � çàäà÷à âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Åñëè ïîëîæèòü tij = Dij è íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîèìîñòü ïðîåêòà
Ñì, òî ïðè Ñ < Ñì çàäà÷à, î÷åâèäíî, íåðàçðåøèìà. Åñëè æå ïîëîæèòü
Òn = m (ãäå m � æåñòêîå îãðàíè÷åíèå äëÿ êðèòè÷åñêîãî âðåìåíè) è íàéòè
ñîîòâåòñòâóþùóþ ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü Ñm ïðîåêòà, òî ïðè
Ñ ≥ Ñm z m Tn= =  áóäåò ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì.

Ëèíåéíûé è âûïóêëûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé âàðèàíò ýòîé çàäà÷è ìîæåò
áûòü ðåøåí àëãîðèòìîì Êåëëè.

4. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÈÃÐ

4.1. Ïîíÿòèå îá èãðîâûõ ìîäåëÿõ

Ïðè ðåøåíèè ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ (â îáëàñòè ýêîíîìèêè,
âîåííîãî äåëà è ò. ä.) ïðèõîäèòñÿ àíàëèçèðîâàòü ñèòóàöèè, ãäå íàëèöî
äâå (èëè áîëåå) âðàæäóþùèå ñòîðîíû, ïðåñëåäóþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå
öåëè, ïðè÷åì ðåçóëüòàò êàæäîãî ìåðîïðèÿòèÿ îäíîé èç ñòîðîí çàâèñèò
îò òîãî, êàêîé îáðàç äåéñòâèé âûáåðåò ïðîòèâíèê. Òàêèå ñèòóàöèè áóäåì
íàçûâàòü �êîíôëèêòíûìè ñèòóàöèÿìè�.

Êîíôëèêòíàÿ ñèòóàöèÿ � ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé äâå (èëè áîëåå)
ñòîðîíû ïðåñëåäóþò ðàçëè÷íûå öåëè, à ðåçóëüòàòû ëþáîãî äåéñòâèÿ
êàæäîé èç ñòîðîí çàâèñÿò îò äåéñòâèé ïàðòíåðà.

Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé
èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïðàêòèêè. Ëþáàÿ ñèòóàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ â õîäå
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âîåííûõ äåéñòâèé, ïðèíàäëåæèò ê êîíôëèêòíûì ñèòóàöèÿì: êàæäàÿ èç
áîðþùèõñÿ ñòîðîí ïðèíèìàåò âñå äîñòóïíûå åé ìåðû äëÿ òîãî, ÷òîáû
âîñïðåïÿòñòâîâàòü ïðîòèâíèêó äîñòèãíóòü óñïåõà. Ê êîíôëèêòíûì ïðèíàä-
ëåæàò è ñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè âûáîðå ñèñòåìû âîîðóæåíèÿ,
ñïîñîáîâ åãî áîåâîãî ïðèìåíåíèÿ è, âîîáùå, ïðè ïëàíèðîâàíèè âîåííûõ
îïåðàöèé: êàæäîå èç ðåøåíèé â ýòîé îáëàñòè äîëæíî ïðèíèìàòüñÿ â
ðàñ÷åòå íà íàèìåíåå âûãîäíûå äëÿ íàñ äåéñòâèÿ ïðîòèâíèêà. Ðÿä
ñèòóàöèé â îáëàñòè ýêîíîìèêè (îñîáåííî ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîé
êîíêóðåíöèè) ïðèíàäëåæèò ê êîíôëèêòíûì ñèòóàöèÿì; â ðîëè áîðþùèõñÿ
ñòîðîí âûñòóïàþò òîðãîâûå ôèðìû, ïðîìûøëåííûå ïðåäïðèÿòèÿ è ò. ä.

Íåîáõîäèìîñòü àíàëèçèðîâàòü ïîäîáíûå ñèòóàöèè âûçâàëà ê æèçíè
ñïåöèàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Òåîðèÿ èãð ïî ñóùåñòâó
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ
êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé. Öåëü òåîðèè � âûðàáîòêà ðåêîìåíäàöèé ïî
ðàöèîíàëüíîìó îáðàçó äåéñòâèé êàæäîãî èç ïðîòèâíèêîâ â õîäå
êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè.

Êàæäàÿ íåïîñðåäñòâåííî âçÿòàÿ èç ïðàêòèêè êîíôëèêòíàÿ ñèòóàöèÿ
î÷åíü ñëîæíà, è àíàëèç åå çàòðóäíåí íàëè÷èåì ìíîãî÷èñëåííûõ
ïðèâõîäÿùèõ ôàêòîðîâ. ×òîáû ñäåëàòü âîçìîæíûì ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç ñèòóàöèè, íåîáõîäèìî îòâëå÷üñÿ îò âòîðîñòåïåííûõ,
ïðèâõîäÿùèõ ôàêòîðîâ è ïîñòðîèòü óïðîùåííóþ, ôîðìàëèçîâàííóþ
ìîäåëü ñèòóàöèè. Òàêóþ ìîäåëü ìû áóäåì íàçûâàòü �èãðîé�.

Èãðà � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè.
Îò ðåàëüíîé êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè èãðà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî âåäåòñÿ

ïî âïîëíå îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì. ×åëîâå÷åñòâî èçäàâíà ïîëüçóåòñÿ
òàêèìè ôîðìàëèçîâàííûìè ìîäåëÿìè êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ èãðàìè â áóêâàëüíîì ñìûñëå ñëîâà. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü
øàõìàòû, øàøêè, êàðòî÷íûå èãðû è ò.ä. Âñå ýòè èãðû íîñÿò õàðàêòåð
ñîðåâíîâàíèÿ, ïðîòåêàþùåãî ïî èçâåñòíûì ïðàâèëàì è çàêàí-
÷èâàþùåãîñÿ �ïîáåäîé� (âûèãðûøåì) òîãî èëè èíîãî èãðîêà.

Òàêèå ôîðìàëüíî ðåãëàìåíòèðîâàííûå, èñêóññòâåííî îðãà-
íèçîâàííûå èãðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé ìàòåðèàë
äëÿ èëëþñòðàöèè è óñâîåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè èãð.
Òåðìèíîëîãèÿ, çàèìñòâîâàííàÿ èç ïðàêòèêè òàêèõ èãð, ïðèìåíÿåòñÿ è
ïðè àíàëèçå äðóãèõ êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé: ñòîðîíû, ó÷àñòâóþùèå â íèõ,
óñëîâíî èìåíóþòñÿ �èãðîêàìè�, à ðåçóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ � �âûèãðûøåì�
îäíîé èç ñòîðîí.

Âûèãðûø (ïëàòåæ) � èñõîä êîíôëèêòà.
Â èãðå ìîãóò ñòàëêèâàòüñÿ èíòåðåñû äâóõ èëè áîëåå ïðîòèâíèêîâ; â

ïåðâîì ñëó÷àå èãðà íàçûâàåòñÿ �ïàðíîé�, âî âòîðîì � �ìíîæåñòâåííîé�.
Ó÷àñòíèêè ìíîæåñòâåííîé èãðû ìîãóò â åå õîäå îáðàçîâûâàòü
êîàëèöèè � ïîñòîÿííûå èëè âðåìåííûå. Ïðè íàëè÷èè äâóõ ïîñòîÿííûõ
êîàëèöèé ìíîæåñòâåííàÿ èãðà îáðàùàåòñÿ â ïàðíóþ. Íàèáîëüøåå
ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò ïàðíûå èãðû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðíóþ èãðó, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò äâà èãðîêà
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À è Â ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èíòåðåñàìè. Ïîä �èãðîé� áóäåì ïîíèìàòü
ìåðîïðèÿòèå, ñîñòîÿùåå èç ðÿäà äåéñòâèé ñòîðîí À è Â. ×òîáû èãðà ìîãëà
áûòü ïîäâåðãíóòà ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, äîëæíû áûòü òî÷íî
ñôîðìóëèðîâàíû ïðàâèëà èãðû... Ïîä �ïðàâèëàìè èãðû� ðàçóìååòñÿ
ñèñòåìà óñëîâèé, ðåãëàìåíòèðóþùàÿ âîçìîæíûå âàðèàíòû äåéñòâèé
îáåèõ ñòîðîí, îáúåì èíôîðìàöèè êàæäîé ñòîðîíû î ïîâåäåíèè äðóãîé,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åðåäîâàíèÿ �õîäîâ� (îòäåëüíûõ ðåøåíèé,
ïðèíÿòûõ â ïðîöåññå èãðû), à òàêæå ðåçóëüòàò èëè èñõîä èãðû, ê êîòîðîìó
ïðèâîäèò äàííàÿ ñîâîêóïíîñòü õîäîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò (âûèãðûø èëè
ïðîèãðûø) íå âñåãäà èìååò êîëè÷åñòâåííîå âûðàæåíèå, íî îáû÷íî
ìîæíî, óñòàíîâèâ íåêîòîðóþ øêàëó èçìåðåíèÿ, âûðàçèòü åãî
îïðåäåëåííûì ÷èñëîì. Íàïðèìåð, â øàõìàòíîé èãðå âûèãðûøó ìîæíî
óñëîâíî ïðèïèñàòü çíà÷åíèå +1, ïðîèãðûøó -1, íè÷üåé 0.

Èãðà ñ íóëåâîé ñóììîé � ïàðíàÿ èãðà, â êîòîðîé âûèãðûø îäíîãî
èç èãðîêîâ ðàâåí ïðîèãðûøó äðóãîãî.

Èãðà íàçûâàåòñÿ èãðîé ñ íóëåâîé ñóììîé, åñëè îäèí èãðîê
âûèãðûâàåò òî, ÷òî ïðîèãðûâàåò äðóãîé, ò. å. ñóììà âûèãðûøåé îáåèõ
ñòîðîí ðàâíà íóëþ. Â èãðå ñ íóëåâîé ñóììîé èíòåðåñû èãðîêîâ ïðÿìî
ïðîòèâîïîëîæíû.

Òàê êàê â èãðå ñ íóëåâîé ñóììîé âûèãðûø îäíîãî èç èãðîêîâ ðàâåí
âûèãðûøó äðóãîãî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî, î÷åâèäíî, ïðè àíàëèçå
òàêîé èãðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âûèãðûø òîëüêî îäíîãî èç èãðîêîâ.
Ïóñòü ýòî áóäåò, íàïðèìåð, èãðîê À. Â äàëüíåéøåì ìû äëÿ óäîáñòâà ñòî-
ðîíó À áóäåì óñëîâíî èìåíîâàòü �ìû�, à ñòîðîíó Â � �ïðîòèâíèê�.

Ïðè ýòîì ñòîðîíà À (�ìû�) áóäåò âñåãäà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
�âûèãðûâàþùàÿ�, à ñòîðîíà Â (�ïðîòèâíèê�) êàê �ïðîèãðûâàþùàÿ�. Ýòî
ôîðìàëüíîå óñëîâèå, î÷åâèäíî, íå îçíà÷àåò êàêîãî-ëèáî ðåàëüíîãî
ïðåèìóùåñòâà äëÿ ïåðâîãî èãðîêà; ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî çàìåíÿåòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûì, åñëè çíàê âûèãðûøà èçìåíèòü íà îáðàòíûé.

Ðàçâèòèå èãðû âî âðåìåíè ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñîñòîÿùèì èç
ðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ èëè �õîäîâ�. Õîäîì â òåîðèè èãð
íàçûâàåòñÿ âûáîð îäíîãî èç ïðåäóñìîòðåííûõ ïðàâèëàìè èãðû
âàðèàíòîâ. Õîäû äåëÿòñÿ íà  ëè÷íûå è ñëó÷àéíûå.

��Ëè÷íûì õîäîì� íàçûâàåòñÿ ñîçíàòåëüíûé âûáîð îäíèì èç èãðîêîâ
îäíîãî èç âîçìîæíûõ â äàííîé ñèòóàöèè õîäîâ è åãî îñóùåñòâëåíèå.

Ïðèìåð ëè÷íîãî õîäà � ëþáîé èç õîäîâ â øàõìàòíîé èãðå. Âûïîëíÿÿ
î÷åðåäíîé õîä, èãðîê äåëàåò ñîçíàòåëüíûé âûáîð îäíîãî èç âàðèàíòîâ,
âîçìîæíûõ ïðè äàííîì ðàñïîëîæåíèè ôèãóð íà äîñêå.

Íàáîð âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïðè êàæäîì ëè÷íîì õîäå
ðåãëàìåíòèðîâàí ïðàâèëàìè èãðû è çàâèñèò îò âñåé ñîâîêóïíîñòè
ïðåäøåñòâóþùèõ õîäîâ îáåèõ ñòîðîí.

�Ñëó÷àéíûì õîäîì� íàçûâàåòñÿ âûáîð èç ðÿäà âîçìîæíîñòåé,
îñóùåñòâëÿåìûé íå ðåøåíèåì èãðîêà, à êàêèì-ëèáî ìåõàíèçìîì
ñëó÷àéíîãî âûáîðà (áðîñàíèå ìîíåòû, èãðàëüíîé êîñòè, òàñîâêà è ñäà÷à
êàðò è ò. ä.). Íàïðèìåð, ñäà÷à ïåðâîé êàðòû îäíîìó èç èãðîêîâ â
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ïðåôåðàíñ åñòü ñëó÷àéíûé õîä ñ 32 ðàâíîâîçìîæíûìè âàðèàíòàìè.
×òîáû èãðà áûëà ìàòåìàòè÷åñêè îïðåäåëåííîé, ïðàâèëà èãðû äîëæíû
óêàçûâàòü äëÿ êàæäîãî ñëó÷àéíîãî õîäà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Íåêîòîðûå èãðû ìîãóò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ñëó÷àéíûõ
õîäîâ (òàê íàçûâàåìûå ÷èñòî àçàðòíûå èãðû) èëè òîëüêî èç ëè÷íûõ
õîäîâ (øàõìàòû, øàøêè). Áîëüøèíñòâî êàðòî÷íûõ èãð ïðèíàäëåæèò ê
èãðàì ñìåøàííîãî òèïà, ò. å. ñîäåðæèò êàê ñëó÷àéíûå, òàê è ëè÷íûå õîäû.

Èãðû êëàññèôèöèðóþòñÿ íå òîëüêî ïî õàðàêòåðó õîäîâ (ëè÷íûå,
ñëó÷àéíûå), íî è ïî õàðàêòåðó, è ïî îáúåìó èíôîðìàöèè, äîñòóïíîé
êàæäîìó èãðîêó îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé äðóãîãî. Îñîáûé êëàññ èãð
ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå �èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé�. Èãðîé ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ èãðà, â êîòîðîé êàæäûé èãðîê ïðè
êàæäîì ëè÷íîì õîäå çíàåò ðåçóëüòàòû âñåõ ïðåäûäóùèõ õîäîâ, êàê
ëè÷íûõ, òàê è ñëó÷àéíûõ. Ïðèìåðàìè èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ìîãóò
ñëóæèòü øàõìàòû, øàøêè, à òàêæå èçâåñòíàÿ èãðà �êðåñòèêè è íîëèêè�.

Áîëüøèíñòâî èãð, èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, íå ïðè-
íàäëåæèò ê êëàññó èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, òàê êàê íåèçâåñòíîñòü ïî
ïîâîäó äåéñòâèé ïðîòèâíèêà îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ýëåìåíòîì
êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè èãð ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
�ñòðàòåãèÿ�.

Ñòðàòåãèÿ èãðîêà � ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë, îïðåäåëÿþùèõ âûáîð
åãî äåéñòâèé ïðè êàæäîì ëè÷íîì õîäå â çàâèñèìîñòè îò ñëîæèâøåéñÿ
ñèòóàöèè.

Ïîíÿòèå ñòðàòåãèè ñëåäóåò ïîÿñíèòü ïîäðîáíåå.
Îáû÷íî ðåøåíèå (âûáîð) ïðè êàæäîì ëè÷íîì õîäå ïðèíèìàåòñÿ

èãðîêîì â õîäå ñàìîé èãðû â çàâèñèìîñòè îò ñëîæèâøåéñÿ êîíêðåòíîé
ñèòóàöèè. Îäíàêî òåîðåòè÷åñêè äåëî íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû ïðåäñòàâèì
ñåáå, ÷òî âñå ýòè ðåøåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ èãðîêîì çàðàíåå. Äëÿ ýòîãî
èãðîê äîëæåí áûë áû çàáëàãîâðåìåííî ñîñòàâèòü ïåðå÷åíü âñåõ
âîçìîæíûõ â õîäå èãðû ñèòóàöèé è ïðåäóñìîòðåòü ñâîå ðåøåíèå äëÿ
êàæäîé èç íèõ. Â ïðèíöèïå (åñëè íå ïðàêòè÷åñêè) ýòî âîçìîæíî äëÿ
ëþáîé èãðû. Åñëè òàêàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé áóäåò ïðèíÿòà, ýòî áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî èãðîê âûáðàë îïðåäåëåííóþ ñòðàòåãèþ.

Èãðîê, âûáðàâøèé ñòðàòåãèþ, ìîæåò òåïåðü íå ó÷àñòâîâàòü â èãðå
ëè÷íî, à çàìåíèòü ñâîå ó÷àñòèå ñïèñêîì ïðàâèë, êîòîðûå çà íåãî áóäåò
ïðèìåíÿòü êàêîå-ëèáî íåçàèíòåðåñîâàííîå ëèöî (ñóäüÿ). Ñòðàòåãèÿ
ìîæåò áûòü òàêæå çàäàíà ìàøèíå-àâòîìàòó â âèäå îïðåäåëåííîé
ïðîãðàììû. Èìåííî òàê â íàñòîÿùåå âðåìÿ èãðàþò â øàõìàòû
ýëåêòðîííûå ñ÷åòíûå ìàøèíû.

×òîáû ïîíÿòèå �ñòðàòåãèè� èìåëî ñìûñë, íåîáõîäèìî íàëè÷èå â èãðå
ëè÷íûõ õîäîâ; â èãðàõ, ñîñòîÿùèõ èç îäíèõ ñëó÷àéíûõ  õîäîâ, ñòðàòåãèè
îòñóòñòâóþò.

Öåëü òåîðèè èãð � îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè äëÿ
êàæäîãî èãðîêà.



48
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

4.2. Ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà

Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé èãðû äåëÿòñÿ íà
�êîíå÷íûå� è �áåñêîíå÷íûå�.

Êîíå÷íîé íàçûâàåòñÿ èãðà, â êîòîðîé ó êàæäîãî èãðîêà èìååòñÿ
òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñòðàòåãèé.

Êîíå÷íàÿ èãðà, â êîòîðîé èãðîê À èìååò m ñòðàòåãèé, à èãðîê Â � n
ñòðàòåãèé, íàçûâàåòñÿ èãðîé m×n.

Ðàññìîòðèì èãðó m×n äâóõ èãðîêîâ À è Â (�ìû� è �ïðîòèâíèê�).
Áóäåì îáîçíà÷àòü íàøè ñòðàòåãèè À1, À2, ... , Àm; ñòðàòåãèè

ïðîòèâíèêà � Â1, Â2, ..., Ân.
Ïóñòü êàæäàÿ ñòîðîíà âûáðàëà îïðåäåëåííóþ ñòðàòåãèþ; äëÿ íàñ

ýòî áóäåò Ài äëÿ ïðîòèâíèêà Bj.
Åñëè èãðà ñîñòîèò òîëüêî èç ëè÷íûõ õîäîâ, òî âûáîð ñòðàòåãèé Ài, Bj

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò èñõîä èãðû � íàø âûèãðûø. Îáîçíà÷èì åãî αij.
Åñëè èãðà ñîäåðæèò, êðîìå ëè÷íûõ, ñëó÷àéíûå õîäû, òî âûèãðûø

ïðè ïàðå ñòðàòåãèé Ài, Bj åñòü âåëè÷èíà ñëó÷àéíàÿ, çàâèñÿùàÿ îò èñõîäîâ
âñåõ ñëó÷àéíûõ õîäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííîé îöåíêîé îæèäàåìîãî
âûèãðûøà ÿâëÿåòñÿ åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå).
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îäíèì è òåì æå çíàêîì αij êàê ñàì âûèãðûø (â
èãðå áåç ñëó÷àéíûõ õîäîâ), òàê è åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå (â èãðå ñî
ñëó÷àéíûìè õîäàìè).

Ïóñòü íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ α ij âûèãðûøà (èëè ñðåäíåãî
âûèãðûøà) ïðè êàæäîé ïàðå ñòðàòåãèé. Çíà÷åíèÿ α

ij
 ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû (ìàòðèöû), ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò
íàøèì ñòðàòåãèÿì (À

i
), à ñòîëáöû � ñòðàòåãèÿì ïðîòèâíèêà (Â

j
). Òàêàÿ

òàáëèöà íàçûâàåòñÿ ïëàòåæíîé ìàòðèöåé èëè ïðîñòî ìàòðèöåé èãðû.
Ìàòðèöà èãðû (ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà) � òàáëèöà, â êîòîðîé çàäàíû

ñòðàòåãèè èãðîêîâ è ïëàòåæè.
Ìàòðèöà èãðû m×n èìååò âèä:

Ñîêðàùåííî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó èãðû ijα .
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ïðèìåðîâ èãð.
Ïðèìåð 1. Äâà èãðîêà À è Â, íå ãëÿäÿ äðóã íà äðóãà, êëàäóò íà ñòîë

ïî ìîíåòå ââåðõ ãåðáîì èëè ââåðõ öèôðîé, ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ. Åñëè
èãðîêè âûáðàëè îäèíàêîâûå ñòîðîíû (ó îáîèõ ãåðá èëè ó îáîèõ öèôðà),

                     B
A B1 B2 . . . Bn

A1 α11 α12 . . . α1n
A2 α21 α22 . . . α2n
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
Am αm1 αm2 … αmn
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òî èãðîê À çàáèðàåò îáå ìîíåòû; èíà÷å èõ çàáèðàåò èãðîê Â. Òðåáóåòñÿ
ïðîàíàëèçèðîâàòü èãðó è ñîñòàâèòü åå ìàòðèöó.

Ðåøåíèå. Èãðà ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ õîäîâ: íàø õîä è õîä
ïðîòèâíèêà, îáà ëè÷íûå. Èãðà íå ïðèíàäëåæèò ê èãðàì ñ ïîëíîé
èíôîðìàöèåé, òàê êàê â ìîìåíò õîäà âûïîëíÿþùèé åãî èãðîê íå çíàåò,
÷òî ñäåëàë äðóãîé.

Òàê êàê ó êàæäîãî èç èãðîêîâ èìååòñÿ òîëüêî îäèí ëè÷íûé õîä, òî
ñòðàòåãèÿ èãðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîð ïðè ýòîì åäèíñòâåííîì
ëè÷íîì õîäå.

Ó íàñ äâå ñòðàòåãèè: À1 � âûáèðàòü ãåðá è À2 � âûáèðàòü öèôðó; ó
ïðîòèâíèêà òàêèå æå äâå ñòðàòåãèè: B1� ãåðá è Â2 � öèôðà. Òàêèì
îáðàçîì, äàííàÿ èãðà åñòü èãðà 2×2. Áóäåì ñ÷èòàòü âûèãðûø ìîíåòû
çà +1 . Ìàòðèöà èãðû ïðèâåäåíà íèæå:

Íà ïðèìåðå ýòîé èãðû, êàê îíà íè ýëåìåíòàðíà, ìîæíî óÿñíèòü ñåáå
íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå èäåè òåîðèè èãð.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äàííàÿ èãðà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäèí
ðàç. Òîãäà, î÷åâèäíî, áåññìûñëåííî ãîâîðèòü î êàêèõ-ëèáî �ñòðàòåãèÿõ�
èãðîêîâ áîëåå ðàçóìíûõ, ÷åì äðóãèå. Êàæäûé èç èãðîêîâ ñ îäèíàêîâûì
îñíîâàíèåì ìîæåò ïðèíÿòü ëþáîå ðåøåíèå. Îäíàêî ïðè ïîâòîðåíèè
èãðû ïîëîæåíèå ìåíÿåòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî ìû (èãðîê À) âûáðàëè ñåáå êàêóþ-òî
ñòðàòåãèþ (ñêàæåì, À

1
) è ïðèäåðæèâàåìñÿ åå. Òîãäà óæå ïî ðåçóëüòàòàì

ïåðâûõ íåñêîëüêèõ õîäîâ ïðîòèâíèê äîãàäàåòñÿ î íàøåé ñòðàòåãèè è
áóäåò íà íåå îòâå÷àòü íàèìåíåå âûãîäíûì äëÿ íàñ îáðàçîì, ò. å.
âûáèðàòü öèôðó. Íàì ÿâíî íåâûãîäíî âñåãäà ïðèìåíÿòü êàêóþ-òî îäíó
ñòðàòåãèþ; ÷òîáû íå îêàçàòüñÿ â ïðîèãðûøå, ìû äîëæíû èíîãäà âûáèðàòü
ãåðá, èíîãäà � öèôðó. Îäíàêî, åñëè ìû áóäåì ÷åðåäîâàòü ãåðáû è öèôðû
â êàêîé-òî îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íàïðèìåð, ÷åðåç îäèí),
ïðîòèâíèê òîæå ìîæåò äîãàäàòüñÿ îá ýòîì è îòâåòèòü íà ýòó ñòðàòåãèþ
íàèõóäøèì äëÿ íàñ îáðàçîì. Î÷åâèäíî, íàäåæíûì ñïîñîáîì, ãàðàíòè-
ðóþùèì, ÷òî ïðîòèâíèê íå áóäåò çíàòü íàøåé ñòðàòåãèè, áóäåò òàêàÿ
îðãàíèçàöèÿ âûáîðà ïðè êàæäîì õîäå, êîãäà ìû åãî ñàìè íàïåðåä íå
çíàåì (ýòî ìîæíî îáåñïå÷èòü, íàïðèìåð, ïîäáðàñûâàíèåì ìîíåòû). Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïóòåì èíòóèòèâíûõ ðàññóæäåíèé ïîäõîäèì ê îäíîìó èç
ñóùåñòâåííûõ ïîíÿòèé òåîðèè èãð � ê ïîíÿòèþ �ñìåøàííîé ñòðàòåãèè�,
ò. å. òàêîé, êîãäà �÷èñòûå� ñòðàòåãèè � â äàííîì ñëó÷àå À

1
 è À

2
 �

÷åðåäóþòñÿ ñëó÷àéíî ñ îïðåäåëåííûìè ÷àñòîòàìè. Â äàííîì ïðèìåðå
èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè çàðàíåå ÿñíî, ÷òî ñòðàòåãèè À

1
 è À

2
 äîëæíû

B
A

B1
(ã )

B2
(ö )

A1
(ã )

1 -1

A2
(ö ) -1 1
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÷åðåäîâàòüñÿ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé; â áîëåå ñëîæíûõ èãðàõ ðåøåíèå
ìîæåò áûòü äàëåêî íå òðèâèàëüíûì.

 Ïðèìåð 2. Èãðîêè À è Â îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
çàïèñûâàþò êàæäûé îäíî èç òðåõ ÷èñåë: 1, 2 èëè 3.

Åñëè ñóììà íàïèñàííûõ ÷èñåë ÷åòíàÿ, òî Â ïëàòèò À ýòó ñóììó â
ðóáëÿõ; åñëè îíà íå÷åòíàÿ, òî, íàîáîðîò, À ïëàòèò Â ýòó ñóììó. Òðåáóåòñÿ
ïðîàíàëèçèðîâàòü èãðó è ñîñòàâèòü åå ìàòðèöó.

Ðåøåíèå. Èãðà ñîñòîèò èç äâóõ õîäîâ; îáà � ëè÷íûå. Ó íàñ (À) òðè
ñòðàòåãèè:   À1 � ïèñàòü  1; À2 � ïèñàòü 2; À3 � ïèñàòü 3. Ó ïðîòèâíèêà (Â) �
òå æå òðè ñòðàòåãèè. Èãðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èãðó 3×3 ñ ìàòðèöåé,
ïðèâåäåííîé íèæå:

Î÷åâèäíî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íà ëþáóþ âûáðàííóþ íàìè
ñòðàòåãèþ ïðîòèâíèê ìîæåò îòâåòèòü íàèõóäøèì äëÿ íàñ îáðàçîì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû âûáåðåì, íàïðèìåð, ñòðàòåãèþ À1, ïðîòèâíèê
áóäåò âñåãäà îòâå÷àòü íà íåå ñòðàòåãèåé Â2; íà ñòðàòåãèþ  À2 � ñòðàòåãèåé
B3; íà ñòðàòåãèþ À3 � ñòðàòåãèåé B2. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé âûáîð
îïðåäåëåííîé ñòðàòåãèè íåèçáåæíî ïðèâåäåò íàñ ê ïðîèãðûøó.

Ïðèìåð 3. Â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ òðè âèäà âîîðóæåíèÿ:
À

1
, À

2
, À

3
; ó ïðîòèâíèêà � òðè âèäà ñàìîëåòîâ: Â

1
, Â

2
, B

3
. Íàøà çàäà÷à �

ïîðàçèòü ñàìîëåò; çàäà÷à ïðîòèâíèêà � ñîõðàíèòü åãî íåïîðàæåííûì.
Ïðè ïðèìåíåíèè âîîðóæåíèÿ À

1
 ñàìîëåòû Â

1
, Â

2
, B

3
 ïîðàæàþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0,9, 0,4 è 0,2; ïðè âîîðóæåíèè A
2
 � c

âåðîÿòíîñòÿìè 0,3, 0,6 è 0,8; ïðè âîîðóæåíèè À
3
 - ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0,5,

0,7 è 0,2. Òðåáóåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü ñèòóàöèþ â òåðìèíàõ òåîðèè èãð.
Ðåøåíèå. Ñèòóàöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èãðà 3×3 ñ äâóìÿ

ëè÷íûìè õîäàìè è îäíèì ñëó÷àéíûì. Íàø ëè÷íûé õîä � âûáîð òèïà
âîîðóæåíèÿ; ëè÷íûé õîä ïðîòèâíèêà � âûáîð ñàìîëåòà äëÿ ó÷àñòèÿ â
áîþ. Ñëó÷àéíûé õîä � ïðèìåíåíèå âîîðóæåíèÿ; ýòîò õîä ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ
ïîðàæåíèåì èëè íåïîðàæåíèåì ñàìîëåòà. Íàø âûèãðûø ðàâåí åäèíèöå,
åñëè ñàìîëåò ïîðàæåí, è ðàâåí íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàøèìè
ñòðàòåãèÿìè ÿâëÿþòñÿ òðè âàðèàíòà âîîðóæåíèÿ; ñòðàòåãèÿìè ïðîòèâíèêà
� òðè âàðèàíòà ñàìîëåòîâ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âûèãðûøà ïðè êàæäîé
çàäàííîé ïàðå ñòðàòåãèé åñòü íå ÷òî èíîå, êàê âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ
äàííîãî ñàìîëåòà äàííûì îðóæèåì.  Ìàòðèöà èãðû ïðèâåäåíà íèæå:

B
A B1 B2 B3

A1 2 -3 4
A2 -3 4 -5
A3 4 -5 6

B
A B1 B2 B3

A1 0,9 0,4 0,2
A2 0,3 0,6 0,8
A3 0,5 0,7 0,2
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Îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé èãðîêà â òåîðèè èãð íàçûâàåòñÿ òàêàÿ
ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè èãðû îáåñïå÷èâàåò
äàííîìó èãðîêó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ñðåäíèé âûèãðûø (èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ñðåäíèé ïðîèãðûø). Ïðè âûáîðå ýòîé
ñòðàòåãèè îñíîâîé ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðîòèâíèê
ÿâëÿåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå òàêèì æå ðàçóìíûì, êàê è ìû ñàìè, è äåëàåò
âñå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîìåøàòü íàì äîáèòüñÿ ñâîåé öåëè.

Â òåîðèè èãð âñå ðåêîìåíäàöèè âûðàáàòûâàþò, èñõîäÿ èìåííî èç
ýòèõ ïðèíöèïîâ; ñëåäîâàòåëüíî, â íåé íå ó÷èòûâàþòñÿ ýëåìåíòû ðèñêà,
íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóþùèå â êàæäîé ðåàëüíîé ñòðàòåãèè, à òàêæå
âîçìîæíûå ïðîñ÷åòû è îøèáêè êàæäîãî èç èãðîêîâ.

Òåîðèÿ èãð, êàê è âñÿêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëîæíîãî ÿâëåíèÿ,
èìååò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ. Âàæíåéøèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âûèãðûø
èñêóññòâåííî ñâîäèòñÿ ê îäíîìó-åäèíñòâåííîìó ÷èñëó. Â áîëüøèíñòâå
ïðàêòè÷åñêèõ êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé ïðè âûðàáîòêå ðàçóìíîé ñòðàòåãèè
ïðèõîäèòñÿ ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íå îäèí, à íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ
ïàðàìåòðîâ-êðèòåðèåâ óñïåøíîñòè ìåðîïðèÿòèÿ. Ñòðàòåãèÿ,
ÿâëÿþùàÿñÿ îïòèìàëüíîé ïî îäíîìó êðèòåðèþ, íåîáÿçàòåëüíî áóäåò
îïòèìàëüíîé ïî äðóãèì. Îäíàêî, ñîçíàâàÿ ýòè îãðàíè÷åíèÿ è íå
ïðèäåðæèâàÿñü ñëåïî ðåêîìåíäàöèé, ïîëó÷àåìûõ èãðîâûìè ìåòîäàìè,
ìîæíî âñå æå ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè
èãð äëÿ âûðàáîòêè åñëè íå â òî÷íîñòè �îïòèìàëüíîé�, òî, âî âñÿêîì
ñëó÷àå, �ïðèåìëåìîé� ñòðàòåãèè.

4.3. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíà èãðû

Ðàññìîòðèì èãðó m×n ñî ñëåäóþùåé ìàòðèöåé:

Áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé i íîìåð íàøåé ñòðàòåãèè; áóêâîé j � íîìåð
ñòðàòåãèè ïðîòèâíèêà.

Ïîñòàâèì ñåáå çàäà÷ó: îïðåäåëèòü ñâîþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ.
Ïðîàíàëèçèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäóþ èç íàøèõ ñòðàòåãèé, íà÷èíàÿ
ñ À

1
. Âûáèðàÿ ñòðàòåãèþ À

i
, ìû âñåãäà äîëæíû ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî

ïðîòèâíèê îòâåòèò íà íåå òîé èç ñòðàòåãèé B
j
, äëÿ êîòîðîé íàø âûèãðûø

α
ij
 ìèíèìàëåí. Îïðåäåëèì ýòî çíà÷åíèå âûèãðûøà, ò. å. ìèíèìàëüíîå

èç ÷èñåë α
ij
 â i-îé ñòðîêå. Îáîçíà÷èì åãî α

i
:

α
i 
= min

j
 à

ij
.

B
A

B1 B2 . . . Bn

A1 a11 a12 . . . a1n

A2 a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
Am am1 am2 . . . amn
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Çäåñü çíàêîì min (ìèíèìóì ïî j) îáîçíà÷åíî ìèíèìàëüíîå èç
çíà÷åíèé äàííîãî ïàðàìåòðà ïðè âñåõ âîçìîæíûõ j.

Âûïèøåì ÷èñëà ai ðÿäîì ñ ìàòðèöåé ñïðàâà â âèäå äîáàâî÷íîãî
ñòîëáöà:

Âûáèðàÿ êàêóþ-ëèáî ñòðàòåãèþ Ài, ìû äîëæíû ðàññ÷èòûâàòü íà òî,
÷òî â ðåçóëüòàòå ðàçóìíûõ äåéñòâèé ïðîòèâíèêà ìû íå âûèãðàåì áîëüøå
÷åì αi. Åñòåñòâåííî, ÷òî, äåéñòâóÿ íàèáîëåå îñòîðîæíî è ðàññ÷èòûâàÿ
íà íàèáîëåå ðàçóìíîãî ïðîòèâíèêà (ò.å. èçáåãàÿ âñÿêîãî ðèñêà), ìû
äîëæíû îñòàíîâèòüñÿ íà òîé ñòðàòåãèè Ài, äëÿ êîòîðîé ÷èñëî αi ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì. Îáîçíà÷èì ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå α:

α = maxi αi

èëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (4.1),
α = max

i 
min

j 
α

ij
.

Âåëè÷èíà, α íàçûâàåòñÿ íèæíåé öåíîé èãðû; èíà÷å � ìàêñèìèííûì
âûèãðûøåì èëè ïðîñòî ìàêñèìèíîì.

×èñëî α ëåæèò â îïðåäåëåííîé ñòðî÷êå ìàòðèöû; òà ñòðàòåãèÿ
èãðîêà À, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ýòîé ñòðî÷êå, íàçûâàåòñÿ ìàêñèìèííîé
ñòðàòåãèåé.

Î÷åâèäíî, åñëè ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ìàêñèìèííîé ñòðàòåãèè,
òî íàì ïðè ëþáîì ïîâåäåíèè ïðîòèâíèêà ãàðàíòèðîâàí âûèãðûø, âî
âñÿêîì ñëó÷àå íå ìåíüøèé α. Ïîýòîìó âåëè÷èíà α è íàçûâàåòñÿ �íèæíåé
öåíîé èãðû�. Íèæíÿÿ öåíà èãðû (ìàêñèìèí) � ãàðàíòèðîâàííûé
âûèãðûø èãðîêà À ïðè ëþáîé ñòðàòåãèè èãðîêà Â. Ýòî � òîò
ãàðàíòèðîâàííûé ìèíèìóì, êîòîðûé ìû ìîæåì ñåáå îáåñïå÷èòü,
ïðèäåðæèâàÿñü íàèáîëåå îñòîðîæíîé (�ïåðåñòðàõîâî÷íîé�) ñòðàòåãèè.

Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è çà
ïðîòèâíèêà Â. Òàê êàê ïðîòèâíèê çàèíòåðåñîâàí â òîì, ÷òîáû îáðàòèòü
íàø âûèãðûø â ìèíèìóì, îí äîëæåí ïðîñìîòðåòü êàæäóþ ñâîþ ñòðàòåãèþ
ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âûèãðûøà ïðè ýòîé ñòðàòåãèè. Ïîýòîìó
âíèçó ìàòðèöû ìû âûïèøåì ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ α

ij
 ïî êàæäîìó

ñòîëáöó:
β

j
 = max

i
  α

i

è íàéäåì ìèíèìàëüíîå èç β
j
:

β = min
j
 β

j

èëè
β = min

j
 max

i
 α

ij
.

B
A B1 B2 . . . Bn αi

A1 a11 a12 . . . a1n α1
A2 a21 a22 . . . a2n α2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Am am1 am2 . . . amn αm

βj β1 β2 . . . βm
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Âåëè÷èíà β íàçûâàåòñÿ âåðõíåé öåíîé èãðû, èíà÷å � �ìèíèìàêñîì�.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìàêñíîìó âûèãðûøó ñòðàòåãèÿ ïðîòèâíèêà
íàçûâàåòñÿ åãî �ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèåé�.

Ïðèäåðæèâàÿñü ñâîåé íàèáîëåå îñòîðîæíîé ìèíèìàêñíîé
ñòðàòåãèè, ïðîòèâíèê ãàðàíòèðóåò ñåáå ñëåäóþùåå: ÷òî áû ìû íè
ïðåäïðèíÿëè ïðîòèâ íåãî, îí âî âñÿêîì ñëó÷àå ïðîèãðàåò ñóììó íå
áîëüøóþ ÷åì β.

Âåðõíÿÿ öåíà èãðû (ìèíèìàêñ) � ãàðàíòèðîâàííûé ïðîèãðûø
èãðîêà Â.

Ïðèíöèï îñòîðîæíîñòè, äèêòóþùèé èãðîêàì âûáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòðàòåãèé (ìàêñèìèííîé è ìèíèìàêñíîé), â òåîðèè èãð è åå ïðèëîæåíèÿõ
÷àñòî íàçûâàþò �ïðèíöèïîì ìèíè-ìàêñà�. Íàèáîëåå îñòîðîæíûå
ìàêñèìèííóþ è ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèè èãðîêîâ èíîãäà îáîçíà÷àþò
îáùèì òåðìèíîì �ìèíèìàêñíûå ñòðàòåãèè�.

Ïðèíöèï ìèíèìàêñà � îñíîâíîé ïðèíöèï òåîðèè èãð, äèêòóþùèé
èãðîêàì âûáîð íàèáîëåå �îñòîðîæíûõ� ñòðàòåãèé.

Îïðåäåëèì íèæíþþ è âåðõíþþ öåíó èãðû è ìèíèìàêñíûå ñòðàòåãèè
äëÿ ïðèìåðîâ 1, 2 è 3.

Ïðèìåð 1. Äàíà èãðà ñ ìàòðèöåé, ïðèâåäåííîé íèæå.
Òàê êàê âåëè÷èíû αi è βj ïîñòîÿííû è ðàâíû  ñîîòâåòñòâåííî - 1

è + 1, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíà èãðû òàêæå ðàâíû -1 è +1:

α = -1; β = +1.

Ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà À ÿâëÿåòñÿ åãî ìàêñèìèííîé, à ëþáàÿ
ñòðàòåãèÿ èãðîêà Â � åãî ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèåé. Âûâîä òðèâèàëåí:
ïðèäåðæèâàÿñü ëþáîé èç ñâîèõ ñòðàòåãèé, èãðîê À ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü,
÷òî îí ïðîèãðàåò íå áîëåå 1; òî æå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü è èãðîê Â.

 Ïðèìåð 2. Â ïðèìåðå 2 äàíà èãðà ñ ìàòðèöåé:

B
A

B1 B2 αi

A1 -1
A2 -1

βj 1 1

B
A B1 B2 B3 αi

A1 2 -3 4 -3
A2 -3 4 -5 -5
A3 4 -5 6 -5
βj 4 4 6
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Íèæíÿÿ öåíà èãðû α = -3; âåðõíÿÿ öåíà èãðû β = 4. Íàøà
ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ åñòü À1; ïðèìåíÿÿ åå ñèñòåìàòè÷åñêè, ìû ìîæåì
òâåðäî ðàññ÷èòûâàòü âûèãðàòü íå ìåíåå - 3 (ïðîèãðàòü íå áîëåå 3).
Ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîòèâíèêà åñòü ëþáàÿ èç ñòðàòåãèé Â1 è Â2,
ïðèìåíÿÿ èõ ñèñòåìàòè÷åñêè, îí, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü,
÷òî ïðîèãðàåò íå áîëåå 4. Åñëè ìû îòñòóïèì îò ñâîåé ìàêñèìèííîé
ñòðàòåãèè (íàïðèìåð, âûáåðåì ñòðàòåãèþ À2), ïðîòèâíèê ìîæåò íàñ
�íàêàçàòü� çà ýòî, ïðèìåíèâ ñòðàòåãèþ Â3 è ñâåäÿ íàø âûèãðûø ê - 5;
ðàâíûì îáðàçîì è îòñòóïëåíèå ïðîòèâíèêà îò ñâîåé ìèíèìàêñíîé
ñòðàòåãèè ìîæåò óâåëè÷èòü åãî ïðîèãðûø äî 6.

Ïðèìåð 3. Â ïðèìåðå 3 äàíà èãðà ñ ìàòðèöåé:

Íèæíÿÿ öåíà èãðû α = 0,3; âåðõíÿÿ öåíÿ èãðû β = 0,7. Íàøà
íàèáîëåå îñòîðîæíàÿ (ìàêñèìèííàÿ) ñòðàòåãèÿ åñòü À2; ïîëüçóÿñü
âîîðóæåíèåì À2, ìû ãàðàíòèðóåì,  ÷òî áóäåì ïîðàæàòü ñàìîëåò â ñðåäíåì
íå ìåíåå ÷åì â 0,3 âñåõ ñëó÷àåâ. Íàèáîëåå îñòîðîæíîé (ìèíèìàêñíîé)
ñòðàòåãèåé ïðîòèâíèêà ÿâëÿåòñÿ B

2
; ïðèìåíÿÿ ýòîò ñàìîëåò, ïðîòèâíèê

ìîæåò áûòü óâåðåí, ÷òî îí áóäåò ïîðàæàòüñÿ íå áîëåå ÷åì â 0,7 âñåõ
ñëó÷àåâ.

Íà ïîñëåäíåì ïðèìåðå óäîáíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îäíî âàæíîå
ñâîéñòâî ìèíèìàêñíûõ ñòðàòåãèé � èõ  íåóñòîé÷èâîñòü. Ïóñòü ìû
ïðèìåíÿåì ñâîþ íàèáîëåå îñòîðîæíóþ (ìàêñèìèííóþ) ñòðàòåãèþ À

2
, à

ïðîòèâíèê � ñâîþ íàèáîëåå îñòîðîæíóþ (ìèíèìàêñíóþ) ñòðàòåãèþ B
2
.

Äî òåõ ïîð ïîêà îáà ïðîòèâíèêà ïðèäåðæèâàþòñÿ ýòèõ ñòðàòåãèé, ñðåäíèé
âûèãðûø ðàâåí 0,6; îí áîëüøå íèæíåé, íî ìåíüøå âåðõíåé öåíû èãðû.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ïðîòèâíèêó ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî ìû ïðèìåíÿåì
ñòðàòåãèþ À

2
, îí íåìåäëåííî îòâåòèò íà íåå ñòðàòåãèåé Â

1
 è ñâåäåò

âûèãðûø ê 0,3. Â ñâîþ î÷åðåäü, íà ñòðàòåãèþ Â
1
 ó íàñ åñòü õîðîøèé

îòâåò: ñòðàòåãèÿ À
1
, äàþùàÿ íàì âûèãðûø 0,9 è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì îáà èãðîêà ïîëüçóþòñÿ
ñâîèìè ìèíèìàêñíûìè ñòðàòåãèÿìè, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì è ìîæåò
áûòü íàðóøåíî ïîñòóïèâøèìè ñâåäåíèÿìè î ñòðàòåãèè ïðîòèâíîé
ñòîðîíû.

Îäíàêî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå èãðû, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìàêñíûå
ñòðàòåãèè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Ýòî òå èãðû, äëÿ êîòîðûõ íèæíÿÿ öåíà
ðàâíà âåðõíåé:

α = β.
Åñëè íèæíÿÿ öåíà èãðû ðàâíà âåðõíåé, òî èõ îáùåå çíà÷åíèå

B
A

B1 B2 B3 αi

A1 0,9 0,4 0,2 0,2
A2 0,3 0,6 0,8 0,3
A3 0,5 0,7 0,2 0,2
βj 0,9 0,7 0,8
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íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé öåíîé èãðû (èíîãäà ïðîñòî öåíîé èãðû); ìû åãî áóäåì
îáîçíà÷àòü áóêâîé n.

Öåíà èãðû � ñðåäíèé âûèãðûø ñòîðîíû À (ïðîèãðûø ñòîðîíû Â)
ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè èãðû. Âûèãðûø, ñîîòâåòñòâóþùèé
îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü èãðà 4×4 çàäàíà ìàòðèöåé:

Íàéäåì íèæíþþ öåíó èãðû:
α = 0,6.

Íàéäåì âåðõíþþ öåíó èãðû:
β = 0,6.

Îíè îêàçàëèñü îäèíàêîâûìè, ñëåäîâàòåëüíî, ó èãðû åñòü ÷èñòàÿ
öåíà, ðàâíàÿ α = β = ν = 0,6.

Ýëåìåíò 0,6, âûäåëåííûé â ïëàòåæíîé ìàòðèöå, ÿâëÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî ìèíèìàëüíûì â ñâîåé ñòðîêå è ìàêñèìàëüíûì â ñâîåì
ñòîëáöå. Â ãåîìåòðèè òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè, îáëàäàþùóþ àíàëîãè÷íûì
ñâîéñòâîì (îäíîâðåìåííûé ìèíèìóì ïî îäíîé êîîðäèíàòå è ìàêñèìóì
ïî äðóãîé), íàçûâàþò ñåäëîâîé òî÷êîé; ïî àíàëîãèè ýòîò òåðìèí
ïðèìåíÿåòñÿ è â òåîðèè èãð. Ýëåìåíò ìàòðèöû, îáëàäàþùèé ýòèì
ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ìàòðèöû, à ïðî èãðó ãîâîðÿò,
÷òî îíà èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó.

Ñåäëîâàÿ òî÷êà � ïëàòåæ, êîòîðûé îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì â ñâîåì ñòîëáöå è íàèìåíüøèì â ñâîåé ñòðîêå. Ïàðà ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà, äàþò îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå èãðû.

Ñåäëîâîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò ïàðà ìèíèìàêñíûõ ñòðàòåãèé (â
äàííîì ïðèìåðå À

3
 è B

2
). Ýòè ñòðàòåãèè íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè, à èõ

ñîâîêóïíîñòü � ðåøåíèåì èãðû.
Ðåøåíèå èãðû îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì.

Åñëè îäèí èç èãðîêîâ (íàïðèìåð, À) ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâîåé îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè, à äðóãîé èãðîê (Â) áóäåò ëþáûì ñïîñîáîì îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåé
îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, òî äëÿ èãðîêà, äîïóñòèâøåãî îòêëîíåíèå, ýòî
íèêîãäà íå ìîæåò îêàçàòüñÿ âûãîäíûì; òàêîå îòêëîíåíèå èãðîêà Â ìîæåò
â ëó÷øåì ñëó÷àå  îñòàâèòü âûèãðûø íåèçìåííûì, à â õóäøåì ñëó÷àå �
óâåëè÷èòü åãî.

Íàîáîðîò, åñëè Â ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâîåé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, à
À îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåé, òî ýòî íè â êîåì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü âûãîäíûì
äëÿ À.

B
A

B1 B2 B3 B4 αi

A1 0,4 0,5 0,9 0,3 0,3
A2 0,8 0,4 0,3 0,7 0,3
A3 0,7 0,6 0,8 0,9 0,6
A4 0,7 0,2 0,4 0,6 0,2

βj 0,8 0,6 0,8 0,9
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Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðèòü íà ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåìîé
èãðû ñ ñåäëîâîé òî÷êîé.

Ìû âèäèì, ÷òî â ñëó÷àå èãðû ñ ñåäëîâîé òî÷êîé ìèíèìàêñíûå
ñòðàòåãèè îáëàäàþò ñâîåîáðàçíîé �óñòîé÷èâîñòüþ�: åñëè îäíà ñòîðîíà
ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâîåé ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèè, òî äëÿ äðóãîé ìîæåò áûòü
òîëüêî íåâûãîäíûì îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåé. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
íàëè÷èå ó ëþáîãî èãðîêà ñâåäåíèé î òîì, ÷òî ïðîòèâíèê èçáðàë ñâîþ
îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ, íå ìîæåò èçìåíèòü ñîáñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ
èãðîêà: åñëè îí íå õî÷åò äåéñòâîâàòü ïðîòèâ ñâîèõ æå èíòåðåñîâ, îí
äîëæåí ïðèäåðæèâàòüñÿ ñâîåé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè. Ïàðà
îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â èãðå ñ ñåäëîâîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ êàê áû
�ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ�: ëþáîå îòêëîíåíèå îò îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
ïðèâîäèò îòêëîíÿþùåãîñÿ èãðîêà ê íåâûãîäíûì ïîñëåäñòâèÿì,
âûíóæäàþùèì åãî âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå.

Èòàê, äëÿ êàæäîé èãðû ñ ñåäëîâîé òî÷êîé ñóùåñòâóåò ðåøåíèå,
îïðåäåëÿþùåå ïàðó îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé îáåèõ ñòîðîí,
îòëè÷àþùóþñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Åñëè îáå ñòîðîíû ïðèäåðæèâàþòñÿ ñâîèõ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé,
òî ñðåäíèé âûèãðûø ðàâåí ÷èñòîé öåíå èãðû n, îäíîâðåìåííî
ÿâëÿþùåéñÿ åå íèæíåé è âåðõíåé öåíîé.

2. Åñëè îäíà èç ñòîðîí ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâîåé îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè, à äðóãàÿ îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåé, òî îò ýòîãî îòêëîíÿþùàÿñÿ
ñòîðîíà ìîæåò òîëüêî ïîòåðÿòü è íè â êîåì ñëó÷àå íå ìîæåò óâåëè÷èòü
ñâîé âûèãðûø.

Êëàññ èãð, èìåþùèõ ñåäëîâóþ òî÷êó, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ
êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Â òåîðèè èãð äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ èãðà ñ ïîëíîé
èíôîðìàöèåé èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó, è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òàêàÿ
èãðà èìååò ðåøåíèå, ò. å. ñóùåñòâóåò ïàðà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé òîé è
äðóãîé ñòîðîíû, äàþùàÿ ñðåäíèé âûèãðûø, ðàâíûé öåíå èãðû. Åñëè
èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ñîñòîèò òîëüêî èç ëè÷íûõ õîäîâ, òî ïðè
ïðèìåíåíèè êàæäîé ñòîðîíîé ñâîåé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè îíà äîëæíà
âñåãäà êîí÷àòüñÿ âïîëíå îïðåäåëåííûì èñõîäîì, à èìåííî, âûèãðûøåì,
â òî÷íîñòè ðàâíûì öåíå èãðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ïðèâåäåì
èçâåñòíóþ èãðó ñ óêëàäûâàíèåì ìîíåò íà êðóãëûé ñòîë. Äâà èãðîêà
ïîî÷åðåäíî êëàäóò îäèíàêîâûå ìîíåòû íà êðóãëûé ñòîë, âûáèðàÿ
êàæäûé ðàç ïðîèçâîëüíîå ïîëîæåíèå öåíòðà ìîíåòû; âçàèìíîå
íàêðûâàíèå ìîíåò íå äîïóñêàåòñÿ. Âûèãðûâàåò òîò èç èãðîêîâ, êòî
ïîëîæèò ïîñëåäíþþ ìîíåòó (êîãäà ìåñòà äëÿ äðóãèõ óæå íå îñòàíåòñÿ).
Î÷åâèäíî, ÷òî èñõîä ýòîé èãðû âñåãäà ïðåäðåøåí, è ñóùåñòâóåò âïîëíå
îïðåäåëåííàÿ ñòðàòåãèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ äîñòîâåðíûé âûèãðûø òîìó
èç èãðîêîâ, êîòîðûé êëàäåò ìîíåòó ïåðâûì. À èìåííî, îí äîëæåí ïåðâûé
ðàç ïîëîæèòü ìîíåòó â öåíòð ñòîëà, à äàëåå íà êàæäûé õîä ïðîòèâíèêà
îòâå÷àòü ñèììåòðè÷íûì õîäîì. Ïðè ýòîì âòîðîé èãðîê ìîæåò âåñòè ñåáÿ
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êàê óãîäíî, íå èçìåíÿÿ ïðåäðåøåííîãî ðåçóëüòàòà èãðû. Ïîýòîìó äàííàÿ
èãðà èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ èãðîêîâ, íå çíàþùèõ îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè. Àíàëîãè÷íî äåëî îáñòîèò ñ øàõìàòàìè è äðóãèìè èãðàìè ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé; ëþáàÿ èç òàêèõ èãð îáëàäàåò ñåäëîâîé òî÷êîé è
ðåøåíèåì, óêàçûâàþùèì êàæäîìó èç èãðîêîâ åãî îïòèìàëüíóþ
ñòðàòåãèþ; ðåøåíèå øàõìàòíîé èãðû íå íàéäåíî òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ÷èñëî
êîìáèíàöèé âîçìîæíûõ õîäîâ â øàõìàòàõ ñëèøêîì âåëèêî, ÷òîáû ìîæíî
áûëî ïîñòðîèòü ïëàòåæíóþ ìàòðèöó è íàéòè â íåé ñåäëîâóþ òî÷êó.

4.4. Ðåøåíèå èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

Ñðåäè êîíå÷íûõ èãð, èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå,
ñðàâíèòåëüíî ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ èãðû ñ ñåäëîâîé òî÷êîé; áîëåå
òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíà èãðû ðàçëè÷íû.
Åñëè êàæäîìó èãðîêó ïðåäîñòàâëåí âûáîð îäíîé-åäèíñòâåííîé
ñòðàòåãèè, òî â ðàñ÷åòå íà ðàçóìíî äåéñòâóþùåãî ïðîòèâíèêà ýòîò âûáîð
äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ ïðèíöèïîì ìèíèìàêñà. Ïðèäåðæèâàÿñü ñâîåé
ìàêñèìèííîé ñòðàòåãèè, ìû ïðè ëþáîì ïîâåäåíèè ïðîòèâíèêà çàâåäîìî
ãàðàíòèðóåì ñåáå âûèãðûø, ðàâíûé íèæíåé öåíå èãðû α. Âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ñðåäíèé âûèãðûø,
áîëüøèé α, åñëè ïðèìåíÿòü íå îäíó-åäèíñòâåííóþ �÷èñòóþ� ñòðàòåãèþ, à
÷åðåäîâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì íåñêîëüêî ñòðàòåãèé?

Òàêèå êîìáèíèðîâàííûå ñòðàòåãèè, ñîñòîÿùèå â ïðèìåíåíèè
íåñêîëüêèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ÷åðåäóþùèõñÿ ïî ñëó÷àéíîìó çàêîíó ñ
îïðåäåëåííûì ñîîòíîøåíèåì ÷àñòîò, â òåîðèè èãð íàçûâàþòñÿ
ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè.

Î÷åâèäíî, êàæäàÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ñìåøàííîé, â êîòîðîé âñå ñòðàòåãèè, êðîìå îäíîé, ïðèìåíÿþòñÿ ñ
íóëåâûìè ÷àñòîòàìè, à äàííàÿ � ñ ÷àñòîòîé 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíÿÿ íå òîëüêî ÷èñòûå, íî è ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè, ìîæíî äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé èãðû ïîëó÷èòü ðåøåíèå, ò. å. ïàðó
òàêèõ (â îáùåì ñëó÷àå ñìåøàííûõ) ñòðàòåãèé, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè èõ
îáîèìè èãðîêàìè âûèãðûø áóäåò ðàâåí öåíå èãðû, à ïðè ëþáîì
îäíîñòîðîííåì îòêëîíåíèè îò îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè âûèãðûø ìîæåò
èçìåíèòüñÿ òîëüêî â ñòîðîíó, íåâûãîäíóþ äëÿ îòêëîíÿþùåãîñÿ.

Âûñêàçàííîå óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òàê íàçûâàåìîé
îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè èãð. Ýòà òåîðåìà áûëà âïåðâûå äîêàçàíà
ôîí Íåéìàíîì â 1928 ã. Ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó.

Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ èãðà èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî ðåøåíèå
(âîçìîæíî, â îáëàñòè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé).

Âûèãðûø, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ, íàçûâàåòñÿ öåíîé
èãðû. Èç îñíîâíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ èãðà èìååò
öåíó. Î÷åâèäíî, ÷òî öåíà èãðû n âñåãäà  ëåæèò ìåæäó íèæíåé öåíîé
èãðû α è âåðõíåé öåíîé èãðû β:

 α ≤ ν ≤ β.
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Äåéñòâèòåëüíî, α åñòü ìàêñèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø,
êîòîðûé ìû ìîæåì ñåáå îáåñïå÷èòü, ïðèìåíÿÿ òîëüêî ñâîè ÷èñòûå
ñòðàòåãèè. Òàê êàê ñìåøàííûå ñòðàòåãèè âêëþ÷àþò â ñåáÿ â êà÷åñòâå
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ è âñå ÷èñòûå, òî, äîïóñêàÿ, êðîìå ÷èñòûõ,
åùå è ñìåøàííûå ñòðàòåãèè, ìû, âî âñÿêîì ñëó÷àå, íå óõóäøàåì
ñâîèõ âîçìîæíîñòåé; ñëåäîâàòåëüíî,

ν ≥ α.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ âîçìîæíîñòè ïðîòèâíèêà, ïîêàæåì, ÷òî

ν ≤ β,
îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

Ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé. Åñëè,
íàïðèìåð, íàøà ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ñòðàòåãèé
A1, À2, À3 ñ ÷àñòîòàìè ð1, ð2, p3, ïðè÷åì p1 + p2 + p3  = 1, áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòó ñòðàòåãèþ:

SA = 






3

3

2

2

1

1

p

A
  

p

A
  

p

A
.

Àíàëîãè÷íî ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ ïðîòèâíèêà áóäåì îáîçíà÷àòü:

S
B
 = 






3

3

2

2

1

1

q

B
  

q

B
  

q

B
,

ãäå  q
1
, q

2
, q

3
 � ÷àñòîòû, â êîòîðûõ ñìåøèâàþòñÿ ñòðàòåãèè B

1
, B

2
, B

3
; q

1
 +

q
2
 + q

3
 = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàìè íàéäåíî ðåøåíèå èãðû, ñîñòîÿùåå èç äâóõ
îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé S

A
*, S

B
*. Â îáùåì ñëó÷àå íå âñå

÷èñòûå ñòðàòåãèè, äîñòóïíûå äàííîìó èãðîêó, âõîäÿò â åãî îïòèìàëüíóþ
ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ, à òîëüêî íåêîòîðûå. Áóäåì íàçûâàòü ñòðàòåãèè,
âõîäÿùèå â îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ èãðîêà, åãî �ïîëåçíûìè�
ñòðàòåãèÿìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå èãðû îáëàäàåò åùå îäíèì
çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè îäèí èç èãðîêîâ ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâîåé
îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè S

A
* (S

B
*), òî âûèãðûø îñòàåòñÿ

íåèçìåííûì è ðàâíûì öåíå èãðû n, íåçàâèñèìî îò òîãî, ÷òî äåëàåò äðóãîé
èãðîê, åñëè îí òîëüêî íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ñâîèõ �ïîëåçíûõ�
ñòðàòåãèé. Îí, íàïðèìåð, ìîæåò ïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé èç ñâîèõ �ïîëåçíûõ�
ñòðàòåãèé â ÷èñòîì âèäå, à òàêæå ìîæåò ñìåøèâàòü èõ â ëþáûõ
ïðîïîðöèÿõ.

4.5. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ èãðîâûõ çàäà÷

Åñëè èãðà m×n íå èìååò ñåäëîâîé òî÷êè, òî íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ
åñòü âîîáùå äîâîëüíî òðóäíàÿ çàäà÷à, îñîáåííî ïðè áîëüøèõ m è n.

Èíîãäà ýòó çàäà÷ó óäàåòñÿ óïðîñòèòü, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî
óìåíüøèòü ÷èñëî ñòðàòåãèé ïóòåì âû÷åðêèâàíèÿ íåêîòîðûõ èçëèøíèõ.
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Èçëèøíèå ñòðàòåãèè áûâàþò: à) äóáëèðóþùèå è á) çàâåäîìî
íåâûãîäíûå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, èãðó ñ ìàòðèöåé:

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòðàòåãèÿ À3 â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò
(�äóáëèðóåò�) ñòðàòåãèþ À1, ïîýòîìó ëþáóþ èç ýòèõ äâóõ ñòðàòåãèé ìîæíî
âû÷åðêíóòü.

Äàëåå, ñðàâíèâàÿ ïî÷ëåííî ñòðîêè À1 è À2, âèäèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
ñòðîêè À2 ìåíüøå (èëè ðàâåí) ñîîòâåòñòâóþùåãî  ýëåìåíòà ñòðîêè À1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìû íèêîãäà íå äîëæíû ïîëüçîâàòüñÿ ñòðàòåãèåé  À2; îíà
ÿâëÿåòñÿ çàâåäîìî íåâûãîäíîé. Âû÷åðêèâàÿ À3 è À2, ïðèâîäèì ìàòðèöó
ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó:

Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîòèâíèêà ñòðàòåãèÿ B
3
 çàâåäîìî

íåâûãîäíà; âû÷åðêèâàÿ åå, ïðèâîäèì ìàòðèöó ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó.
Òàêèì îáðàçîì, èãðà 4×4 âû÷åðêèâàíèåì äóáëèðóþùèõ è çàâåäîìî
íåâûãîäíûõ ñòðàòåãèé ñâåäåíà ê èãðå 2×3:

Ïðîöåäóðà âû÷åðêèâàíèÿ äóáëèðóþùèõ è çàâåäîìî íåâûãîäíûõ
ñòðàòåãèé âñåãäà äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü ðåøåíèþ èãðû.

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ñëó÷àÿìè êîíå÷íûõ èãð, êîòîðûå âñåãäà ìîæíî
ðåøèòü ýëåìåíòàðíûìè ñïîñîáàìè, ÿâëÿþòñÿ èãðû 2×2 è 2×m.

Ðàññìîòðèì èãðó 2×2 ñ ìàòðèöåé:

Çäåñü ìîãóò âñòðåòèòüñÿ äâà ñëó÷àÿ:

B
A

B1 B2 B3 B4

A1 1 2 4 3
A2 0 2 3 2
A3 1 2 4 3
A4 4 3 1 0

B
A

B1 B2 B3 B4

A1 1 2 4 3
A4 4 3 1 0

B
A B1 B2 B4

A1 1 2 3
A4 4 3 0

B
A B1 B2

A1 a11 a12

A2 a21 a22
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1) èãðà èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó; 2) èãðà íå èìååò ñåäëîâîé òî÷êè. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèå î÷åâèäíî: ýòî ïàðà ñòðàòåãèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ
â ñåäëîâîé òî÷êå. Çàìåòèì êñòàòè, ÷òî â èãðå 2×2 íàëè÷èå ñåäëîâîé
òî÷êè âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ çàâåäîìî íåâûãîäíûõ
ñòðàòåãèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü âû÷åðêíóòû ïðè ïðåäâàðèòåëüíîì
àíàëèçå.

Ïóñòü ñåäëîâîé òî÷êè íåò è, ñëåäîâàòåëüíî, íèæíÿÿ öåíà èãðû íå
ðàâíà âåðõíåé: α ≠ β. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ
èãðîêà À:

SA
* = 






21

21

pp

AA
.

Îíà îòëè÷àåòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî, êàêîâû áû íè áûëè äåéñòâèÿ
ïðîòèâíèêà (åñëè òîëüêî îí íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ñâîèõ �ïîëåçíûõ�
ñòðàòåãèé),  âûèãðûø áóäåò ðàâåí öåíå èãðû n. Â èãðå 2×2 îáå ñòðàòåãèè
ïðîòèâíèêà ÿâëÿþòñÿ �ïîëåçíûìè�, èíà÷å èãðà èìåëà áû ðåøåíèå â
îáëàñòè ÷èñòûõ ñòðàòåãèé (ñåäëîâóþ òî÷êó). Çíà÷èò, åñëè ìû

ïðèäåðæèâàåìñÿ ñâîåé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè S* = 






21

21

pp

AA
,  òî

ïðîòèâíèê ìîæåò ïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé èç ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé B
1
, Â

2
,

íå èçìåíÿÿ ñðåäíåãî âûèãðûøà n. Îòñþäà èìååì äâà óðàâíåíèÿ:





ν=α+α
ν=α+α

222112

221111

pp

pp
,

èç êîòîðûõ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî p
1
 + p

2
 = 1, ïîëó÷èì:

a
11

p
1
 + a

21
(1 � p

1
) = a

12
p

1
 + a

22
(1 � p

1
),

p1 = 
21122211

2122

α−α−α+α
α−α

.

Öåíó èãðû n íàéäåì, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ð
1
, ð

2
 â ëþáîå èç

óðàâíåíèé ñèñòåìû.
Åñëè öåíà èãðû èçâåñòíà, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè ïðîòèâíèêà S
B

* =  






21

21

qq

BB
 äîñòàòî÷íî îäíîãî óðàâíåíèÿ,

íàïðèìåð:
a

11
q

1 
+ a

12
q

2
 = n,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî q1 + q2 = 1, èìååì:
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q
1
 = 

1211

12

α−α
α−ν

, q
2
 = 1 - q

1
.

Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Íàéäåì ðåøåíèå èãðû 2×2, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå
ñ ìàòðèöåé:

Èãðà íå èìååò ñåäëîâîé òî÷êè (a = - 1; b = +1), è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèå äîëæíî ëåæàòü â îáëàñòè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé:

SA
* = 






21

21

pp

AA
; SB

* = 






21

21

qq

BB
.

Íóæíî íàéòè ð
1
, ð

2
,
 
q

1
 è  q

2
 .

 Äëÿ p
1
 èìååì óðàâíåíèå:

1⋅p
1
 + (-1)⋅(1 � p

1
) = (-1)⋅p

1
 + 1⋅(1 � p

1
),

îòêóäà:

p
1
 =

2

1
; p

2
 =

2

1
.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì:

q1 = 
2

1
; q2 = 

2

1
; n = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷åðåäîâàòü îáå ñâîè ÷èñòûå
ñòðàòåãèè, ïîëüçóÿñü îäèíàêîâî ÷àñòî êàæäîé èç íèõ; ïðè ýòîì ñðåäíèé
âûèãðûø áóäåò ðàâåí íóëþ.

Ïîëó÷åííûé âûâîä áûë ÿñåí çàðàíåå. Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû
ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíóþ èãðó, ðåøåíèå êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü
î÷åâèäíûì. Ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíûé îáðàçåö èãð,
èçâåñòíûõ ïîä íàçâàíèåì èãð ñ �îáìàíîì� èëè �ââåäåíèåì â
çàáëóæäåíèå�. Íà ïðàêòèêå â êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèÿõ ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ
ðàçíûå ñïîñîáû ââåäåíèÿ ïðîòèâíèêà â çàáëóæäåíèå (äåçèíôîðìàöèÿ,
ðàññòàíîâêà ëîæíûõ öåëåé è ò.ä.). Ïðèìåð, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó,
äîâîëüíî ïîó÷èòåëåí.

Ïðèìåð 2. Èãðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èìåþòñÿ äâå êàðòû: òóç è
äâîéêà. Èãðîê À íàóãàä âûíèìàåò îäíó èç íèõ; Â íå âèäèò, êàêóþ êàðòó îí
âûíóë. Åñëè À âûíóë òóçà, îí çàÿâëÿåò: �ó ìåíÿ òóç�, è òðåáóåò ó ïðîòèâíèêà

B
A

B1 B2

A1 1 -1
A2 -1 1
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1 ðóáëü. Åñëè À âûíóë äâîéêó, òî îí ìîæåò ëèáî (À1) ñêàçàòü �ó ìåíÿ òóç�
è ïîòðåáîâàòü ó ïðîòèâíèêà 1 ðóáëü, ëèáî (À2) ïðèçíàòüñÿ, ÷òî ó íåãî
äâîéêà, è óïëàòèòü ïðîòèâíèêó 1 ðóáëü.

Ïðîòèâíèê, åñëè åìó äîáðîâîëüíî ïëàòÿò 1 ðóáëü, ìîæåò òîëüêî
ïðèíÿòü åãî. Åñëè æå ó íåãî ïîòðåáóþò 1 ðóáëü, òî îí ìîæåò ëèáî (Â1)
ïîâåðèòü èãðîêó À, ÷òî ó íåãî òóç, è îòäàòü åìó 1 ðóáëü, ëèáî (Â2)
ïîòðåáîâàòü ïðîâåðêè ñ òåì, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, âåðíî ëè óòâåðæäåíèå À.
Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè îêàæåòñÿ, ÷òî ó À äåéñòâèòåëüíî òóç, Â äîë-
æåí óïëàòèòü À 2 ðóáëÿ. Åñëè æå îêàæåòñÿ, ÷òî À îáìàíûâàåò è ó íåãî
äâîéêà, èãðîê À óïëà÷èâàåò èãðîêó Â 2 ðóáëÿ.

Òðåáóåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü èãðó è íàéòè îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ
êàæäîãî èç èãðîêîâ.

Ðåøåíèå. Èãðà èìååò ñðàâíèòåëüíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó; îíà ñîñòîèò
èç îäíîãî îáÿçàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî õîäà � âûáîðà èãðîêîì À îäíîé
èç äâóõ êàðò � è äâóõ ëè÷íûõ õîäîâ, êîòîðûå, îäíàêî, íåîáÿçàòåëüíî
îñóùåñòâëÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè À âûíóë òóçà, òî îí íå äåëàåò
íèêàêîãî ëè÷íîãî õîäà: åìó ïðåäîñòàâëåíà òîëüêî îäíà âîçìîæíîñòü �
ïîòðåáîâàòü 1 ðóáëü, ÷òî îí è äåëàåò. Â ýòîì ñëó÷àå ëè÷íûé õîä � âåðèòü
èëè íå âåðèòü (ò. å. ïëàòèòü èëè íå ïëàòèòü 1 ðóáëü.) � ïåðåäàåòñÿ èãðîêó
Â.  Åñëè À â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî ñëó÷àéíîãî õîäà ïîëó÷èë äâîéêó, òî åìó
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ëè÷íûé õîä: óïëàòèòü 1 ðóáëü èëè ïîïûòàòüñÿ îáìàíóòü
ïðîòèâíèêà è ïîòðåáîâàòü 1 ðóáëü (êîðî÷å: �íå îáìàíûâàòü� èëè
�îáìàíûâàòü�). Åñëè À âûáèðàåò ïåðâîå, òî Â îñòàåòñÿ òîëüêî ïðèíÿòü
1 ðóáëü; åñëè À âûáðàë âòîðîå, òî èãðîêó Â ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ëè÷íûé
õîä: âåðèòü èëè íå âåðèòü À (ò. å. óïëàòèòü A 1 ðóáëü èëè òðåáîâàòü
ïðîâåðêè).

Ñòðàòåãèè êàæäîãî èç èãðîêîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðàâèëà,
óêàçûâàþùèå, êàê ïîñòóïèòü èãðîêó, êîãäà åìó ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ëè÷íûé
õîä.

Î÷åâèäíî, ó A òîëüêî äâå ñòðàòåãèè:
A

1
 � îáìàíûâàòü, À

 2
 � íå îáìàíûâàòü.

Ó Â � òîæå äâå ñòðàòåãèè:
B

1
 � âåðèòü, B

2
 � íå âåðèòü.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó èãðû. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñðåäíèé âûèãðûø ïðè
êàæäîé êîìáèíàöèè ñòðàòåãèé.

1. A
1
 B

1
 (À îáìàíûâàåò, Â âåðèò).

Åñëè À ïîëó÷èë òóçà (âåðîÿòíîñòü ýòîãî 
2

1
), òî åìó íå

ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ëè÷íîãî õîäà; îí òðåáóåò 1 ðóáëü, è èãðîê Â âåðèò åìó;
âûèãðûø A â ðóáëÿõ ðàâåí 1.

Åñëè À ïîëó÷èë äâîéêó (âåðîÿòíîñòü ýòîãî òîæå 
2

1
), îí ñîãëàñíî

ñâîåé ñòðàòåãèè îáìàíûâàåò è òðåáóåò 1 ðóáëü; Â åìó âåðèò è óïëà÷èâàåò;
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âûèãðûø À òàêæå ðàâåí 1. Ñðåäíèé âûèãðûø:

a
11

 = 
2

1
⋅1 + 

2

1
⋅1 = 1.

2. A
1
 B

2
 (A îáìàíûâàåò, Â íå âåðèò).

Åñëè À ïîëó÷èë òóçà, ó íåãî íåò ëè÷íîãî õîäà; îí òðåáóåò 1 ðóáëü;
Â ñîãëàñíî ñâîåé ñòðàòåãèè íå âåðèò è â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè óïëà÷èâàåò
2 ðóáëÿ (âûèãðûø A ðàâåí +2).

Åñëè A ïîëó÷èë äâîéêó, îí ñîãëàñíî ñâîåé ñòðàòåãèè òðåáóåò 1 ðóáëü;
Â ñîãëàñíî ñâîåé ñòðàòåãèè íå âåðèò; â ðåçóëüòàòå A óïëà÷èâàåò 2 ðóáëÿ
(âûèãðûø A ðàâåí -2). Ñðåäíèé âûèãðûø ðàâåí:

a
12

 = 
2

1
⋅(+2) + 

2

1
⋅(-2) = 0.

3. A2 B1 (A íå îáìàíûâàåò, Â âåðèò).
Åñëè A âûíóë òóçà, îí òðåáóåò 1 ðóáëü; Â ñîãëàñíî ñâîåé ñòðàòåãèè

óïëà÷èâàåò; âûèãðûø A ðàâåí +1. Åñëè A âûíóë äâîéêó, îí ñîãëàñíî
ñâîåé ñòðàòåãèè ïëàòèò 1 ðóáëü; Â îñòàåòñÿ òîëüêî ïðèíÿòü (âûèãðûø A
ðàâåí -1). Ñðåäíèé âûèãðûø ðàâåí:

a21 = 
2

1
⋅(+1) + 

2

1
⋅(-1) = 0.

4. A
2
 B

1
 (A íå îáìàíûâàåò, Â íå âåðèò).

Åñëè A âûíóë òóçà, îí òðåáóåò 1 ðóáëü; Â ïðîâåðÿåò è â ðåçóëüòàòå
ïðîâåðêè óïëà÷èâàåò 2 ðóáëÿ (âûèãðûø ðàâåí +2).

Åñëè A âûíóë äâîéêó, îí óïëà÷èâàåò 1 ðóáëü; Â îñòàåòñÿ òîëüêî
ïðèíÿòü (âûèãðûø ðàâåí -1).

Ñðåäíèé âûèãðûø ðàâåí:

a
21

 = 
2

1
⋅(+2) + 

2

1
⋅(-1) = 

2

1
.

Ñòðîèì ìàòðèöó èãðû (ñì. íèæå). Ìàòðèöà íå èìååò ñåäëîâîé òî÷êè.

Íèæíÿÿ öåíà èãðû à = 0, âåðõíÿÿ öåíà èãðû β = 
2

1
. Íàéäåì ðåøåíèå

èãðû â îáëàñòè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ð
1
, ïîëó÷èì:

B
A

B1

(âå ðèò ü )

B2

(íå  âåð èòü )
A1

(î á ì .)
1 0

A2

(íå  î áì.)
0

2

1
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p
1
 = 3

1

2

1
1

2

1

=
+

; p
2
 = 

3

2
, S*

A
 = 













3

2

3

1
AA 21

,

ò. å. èãðîê A äîëæåí â îäíîé òðåòè âñåõ ñëó÷àåâ ïîëüçîâàòüñÿ ñâîåé
ïåðâîé ñòðàòåãèåé (îáìàíûâàòü), à â äâóõ òðåòÿõ � âòîðîé (íå
îáìàíûâàòü). Ïðè ýòîì îí áóäåò âûèãðûâàòü â ñðåäíåì öåíó èãðû

ν = 
3

1
.

Çíà÷åíèå ν = 
3

1
 ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â äàííûõ óñëîâèÿõ èãðà

âûãîäíà äëÿ A è íåâûãîäíà äëÿ Â. Ïîëüçóÿñü ñâîåé îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèåé, A âñåãäà ìîæåò ñåáå îáåñïå÷èòü ïîëîæèòåëüíûé ñðåäíèé
âûèãðûø.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè áû A ïîëüçîâàëñÿ ñâîåé íàèáîëåå îñòîðîæíîé
(ìàêñèìèííîé) ñòðàòåãèåé (â äàííîì ñëó÷àå îáå ñòðàòåãèè A

1
 è A

2
ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìèííûìè), îí èìåë áû ñðåäíèé âûèãðûø, ðàâíûé íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ñìåøàííîé ñòðàòåãèè äàåò A âîçìîæíîñòü
ðåàëèçîâàòü ñâîå ïðåèìóùåñòâî íàä Â, âîçíèêàþùåå ïðè äàííûõ ïðàâè-
ëàõ èãðû.

Îïðåäåëèì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ Â. Èìååì:

q
1
⋅1 + q

2
⋅0 = 

3

1
; q

1
 = 

3

1
; q

2
 = 

3

2
.

4.6. Ïðèâåäåíèå ìàòðè÷íîé èãðû ê çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Äàäèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ èãðû
m × n. Ïóñòü äàíà èãðà m × n ñ m ñòðàòåãèÿìè À

1
, À

2
, ... , A

m
 èãðîêà À è n

ñòðàòåãèÿìè Â
1
, Â

2
, ... , Â

n
 èãðîêà Â è çàäàíà ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà ija .

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå èãðû, ò. å. äâå îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè èãðîêîâ À è Â:

S*
A
 = 






m

m

2

2

1

1

p

A
 
. . .

. . .
 

p

A
 

p

A
; S*

B
 = 






n

n

2

2

1

1

p

B
 
. . .

. . .
 

q

B
 

q

B
,

ãäå p
1
 + . . . +p

m
 = 1; q

1
 + . . . + q

n
 = 1 (íåêîòîðûå èç ÷èñåë ð

i
 è q

j
 ìîãóò áûòü

ðàâíûìè íóëþ).
Íàøà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ S*

A
 äîëæíà îáåñïå÷èâàòü íàì

âûèãðûø, íå ìåíüøèé n, ïðè ëþáîì ïîâåäåíèè ïðîòèâíèêà, è âûèãðûø,
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ðàâíûé v, ïðè åãî îïòèìàëüíîì ïîâåäåíèè (ñòðàòåãèÿ S*
B). Àíàëîãè÷íî

ñòðàòåãèÿ S*
B äîëæíà îáåñïå÷èâàòü ïðîòèâíèêó ïðîèãðûø, íå áîëüøèé

v, ïðè ëþáîì íàøåì ïîâåäåíèè, è ðàâíûé n, ïðè íàøåì îïòèìàëüíîì
ïîâåäåíèè (ñòðàòåãèÿ S*

A).
Âåëè÷èíà öåíû èãðû n â äàííîì ñëó÷àå íàì íåèçâåñòíà; áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðàâíà íåêîòîðîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó. Ïîëàãàÿ òàê,
ìû íå íàðóøàåì îáùíîñòè ðàññóæäåíèé; äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî n > 0,

î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû ija  áûëè

íåîòðèöàòåëüíûìè. Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ïðèáàâëÿÿ ê

ýëåìåíòàì ija  äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó L; ïðè ýòîì

öåíà èãðû óâåëè÷èòñÿ íà L, à ðåøåíèå íå èçìåíèòñÿ.
Ïóñòü ìû âûáðàëè ñâîþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ S*

A
. Òîãäà íàø

ñðåäíèé âûèãðûø ïðè ñòðàòåãèè B
j
 ïðîòèâíèêà áóäåò ðàâåí:

a
j
 = p

1
a

1j
 + p

2
a

2j
 + . . . +p

m
a

mj
.

Íàøà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ S*
A
 îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè

ëþáîì ïîâåäåíèè ïðîòèâíèêà îáåñïå÷èâàåò âûèãðûø, íå ìåíüøèé ÷åì
n; ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå èç ÷èñåë à

j
 íå ìîæåò áûòü ìåíüøå n. Ïîëó÷àåì

ðÿä óñëîâèé:

p
1
a

11
 + p

2
a

21
 + � + p

m
a

m1
 ≥ ν,

p
1
a

12
 + p

2
a

22
 + � + p

m
a

m2
 ≥ ν,

������������...............
p

1
a

1n
 + p

2
a

2n
 + � + p

m
a

mn
 ≥ ν.

(1)

Ðàçäåëèì íåðàâåíñòâà (1) íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó  n è
îáîçíà÷èì

ν
1p

 = ξ1; ν
2p

 = ξ2; � ; 
ν
mp

 = ξm.

Òîãäà óñëîâèÿ (1) çàïèøóòñÿ â âèäå:

a
11

x
1
 + a

21
x

2
 + � + a

m1
x

m1
 ≥ 1,

a
12

x
1
 + a

22
x

2
 + � + a

m2
x

m1
 ≥ 1,

................������������.
a

1n
x

1
 + a

2n
x

2
 + � + a

mn
x

mn
 ≥ 1,

 (2)

ãäå ξ
1
, ξ

2
, � , ξ

m
  � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òàê êàê ð

1
+p

2
 + � +p

m
 =1, òî

âåëè÷èíû ξ
1
, ξ

2
, � , ξ

m
 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

ξ
1
 + ξ

2
 + � +  ξ

m
 = ν

1
 . (3)


















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Ìû õîòèì ñäåëàòü ñâîé ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûì; î÷åâèäíî, ïðè ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) ïðèíèìàåò
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èãðû ñâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å: îïðåäåëèòü íåîòðèöàòåëüíûå
âåëè÷èíû ξ1, ξ2, � , ξm, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2) òàê, ÷òîáû, èõ
ñóììà

Ô = ξ1 + ξ2 + � +  ξm

áûëà ìèíèìàëüíîé.
Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íàõîæäåíèåì

ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé (ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ), ôóíêöèþ
äèôôåðåíöèðóþò è ïðèðàâíèâàþò ïðîèçâîäíûå íóëþ. Íî òàêîé ïðèåì
â äàííîì ñëó÷àå áåñïîëåçåí, òàê êàê ôóíêöèÿ Ô, êîòîðóþ íóæíî îáðàòèòü
â ìèíèìóì, ëèíåéíà, è åå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì ðàâíû
åäèíèöå, ò.å. íèãäå íå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìóì
ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ãäå-òî íà ãðàíèöå îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâ,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè àðãóìåíòîâ è
óñëîâèÿìè (2). Ïðèåì íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðè ïîìîùè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåïðèãîäåí è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ
èãðû îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìóì íèæíåé (èëè ìèíèìóì âåðõíåé) ãðàíèöû
âûèãðûøà, êàê ìû, íàïðèìåð, äåëàëè ïðè ðåøåíèè èãð 2×n.
Äåéñòâèòåëüíî, íèæíÿÿ ãðàíèöà ñîñòàâëåíà èç ó÷àñòêîâ ïðÿìûõ ëèíèé,
è ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íå â òî÷êå, ãäå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ (òàêîé
òî÷êè âîîáùå íåò), à íà ãðàíèöå èíòåðâàëà èëè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ íà
ïðàêòèêå, â ìàòåìàòèêå ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûé àïïàðàò ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

a
11

ξ
1
 + a

21
ξ

2
 + � + a

m1
ξ

m1
 = b

1
,

a
12

ξ
1
 + a

22
ξ

2
 + � + a

m2
ξ

m1
 = b

2
,

....................�����������.
a

1n
ξ

1
 + a

2n
ξ

2
 + � + a

mn
ξ

mn
 = b

n
.

(4)

Òðåáóåòñÿ  íàéòè  íåîòðèöàòåëüíûå  çíà÷åíèÿ   âåëè÷èí
ξ

1
, ξ

2
, � , ξ

m
, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (4) è âìåñòå ñ òåì îáðàùàþùèå

â ìèíèìóì çàäàííóþ îäíîðîäíóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ âåëè÷èí
ξ

1
, ξ

2
, � , ξ

m
, (ëèíåéíóþ ôîðìó):

Ô = c
1
ξ

1
 + c

2
ξ

2
 + � +  c

m
ξ

m
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à òåîðèè èãð ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè









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ñ1 = c2 = ... = ñm = 1.
Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (2) íå

ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì (4), òàê êàê âìåñòî çíàêîâ ðàâåíñòâà îíè
ñîäåðæàò çíàêè íåðàâåíñòâà. Îäíàêî îò çíàêîâ íåðàâåíñòâà ëåãêî
èçáàâèòüñÿ, ââîäÿ íîâûå ôèêòèâíûå íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå
z1, z2, � , zn è çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ (2) â âèäå:

a11ξ1 + a21ξ2 + � + am1ξm1 � z1 = 1,
a12ξ1 + a22ξ2 + � + am2ξm1 � z2 = 1,
...........................������������.
a1nξ1 + a2nξ2 + � + amnξmn � zn = 1.

(5)

Ëèíåéíàÿ ôîðìà Ô, êîòîðóþ íóæíî îáðàòèòü â ìèíèìóì, ðàâíà
Ô = ξ1 + ξ2 + � +  ξm.

Àïïàðàò ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïóòåì
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîá ïîäîáðàòü
âåëè÷èíû ξ 1 + ξ2 + � +  ξm, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîñòàâëåííûì
òðåáîâàíèÿì. Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòîãî
àïïàðàòà ïðÿìî íà ìàòåðèàëå ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ èãð.

Ïðèìåð 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå èãðû 3×3, ñ ìàòðèöåé:

×òîáû ñäåëàòü âñå à
ij
 íåîòðèöàòåëüíûìè, ïðèáàâèì êî âñåì

ýëåìåíòàì ìàòðèöû L = 5. Ïîëó÷èì ìàòðèöó:

Ïðè ýòîì öåíà èãðû óâåëè÷èòñÿ íà 5, à ðåøåíèå íå èçìåíèòñÿ.
Îïðåäåëèì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþS

 A
 *. Óñëîâèÿ (2) èìåþò âèä:

7ξ
1
 + 2ξ

2
 + 9ξ

3
 ≥ 1,

2ξ
1
 + 9ξ

2
 ≥ 1,

9ξ
1
 + 11ξ

3
 ≥ 1,

(6)

ãäå ξ1 = 
ν
1p

; ξ2 = 
ν
2p

; ξ3 = 
ν
3p

.










B
A

B1 B2 B3

A1 2 -3 4
A2 -3 4 -5
A3 4 -5 6

B
A

B1 B2 B3

A1 7 2 9
A2 2 9 0
A3 9 0 11








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×òîáû èçáàâèòüñÿ îò çíàêîâ íåðàâåíñòâà, ââåäåì ô è ê ò è â í û å
ïåðåìåííûå z

1
, z

2
, z

3
; óñëîâèÿ (6) çàïèøóòñÿ â âèäå:

7ξ
1
 + 2ξ

2
 + 9ξ

3
 � z

1
 = 1,

2ξ1 + 9ξ2  - z2 = 1,
9ξ1 + 11ξ3 � z3 = 1.

 (7)
Ëèíåéíàÿ ôîðìà Ô èìååò âèä:

Ô = ξ1 + ξ2 + ξ3

è äîëæíà áûòü ñäåëàíà êàê ìîæíî ìåíüøå.
Åñëè âñå òðè ñòðàòåãèè Â ÿâëÿþòñÿ �ïîëåçíûìè�, òî âñå òðè

ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå ξ1, ξ2, ξ3 îáðàòÿòñÿ â íóëü (ò.å.  âûèãðûø, ðàâíûé
öåíå èãðû ν, áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè êàæäîé ñòðàòåãèè Âj). Íî ìû ïîêà íå
èìååì îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî âñå òðè ñòðàòåãèè ÿâëÿþòñÿ
�ïîëåçíûìè�. ×òîáû ïðîâåðèòü ýòî, ïîïûòàåìñÿ âûðàçèòü ôîðìó Ô ÷åðåç
ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå z1, z2, z3 è ïîñìîòðèì, äîáüåìñÿ ëè ìû, ïîëàãàÿ
èõ ðàâíûìè íóëþ, ìèíèìóìà ôîðìû. Äëÿ ýòîãî ðàçðåøèì óðàâíåíèÿ (7)
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ  ξ1, ξ2, ξ3 (ò. å. âûðàçèì ξ1, ξ2, ξ3 ÷åðåç
ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå z1, z2, z3):

ξ
1
 = 

20

1
 - 

80

99
 z

1
 + 

40

11
 z

2
 + 

80

81
 z

3
,

ξ
2
 = 

10

1
 - 

40

11
 z

1
 + 

20

1
 z

2
 - 

40

9
 z

3
,

ξ
3
 = 

20

1
 - 

80

81
 z

1
 - 

40

9
 z

2
 - 

80

59
 z

3
.

(8)

Ñêëàäûâàÿ x
1
, x

2
 è x

3
, ïîëó÷èì:

Ô = 
5

1
 + 

20

1
 z

1
 + 

10

1
 z

2
 + 

20

1
 z

3
.                (9)

Â âûðàæåíèè (9) êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ z ïîëîæèòåëüíû; çíà÷èò,
ëþáîå óâåëè÷åíèå z

1
, z

2
, z

3 
ñâåðõ íóëÿ ìîæåò ïðèâåñòè òîëüêî ê

óâåëè÷åíèþ ôîðìû Ô, à ìû õîòèì, ÷òîáû îíà áûëà ìèíèìàëüíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿìè z

1
, z

2
, z

3, 
îáðàùàþùèìè ôîðìó (9) â ìèíèìóì,

ÿâëÿþòñÿ:
z

1 
= z

2 
= z

3
 = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ôîðìóëó (9), íàõîäèì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôîðìû Ô:













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ν
1

= 
5

1
,

îòêóäà öåíà èãðû:
ν = 5.

Ïîäñòàâëÿÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ z
1
, z

2
, z

3  
â ôîðìóëû (8), íàõîäèì:

ξ
1
 = 

20

1
; ξ

2
 = 

10

1
; ξ

3
 = 

20

1
,

èëè, óìíîæàÿ èõ íà ν,

p1 = 
4

1
; p2 = 

2

1
; p3 = 

4

1
.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ A íàéäåíà:

S
A
* = 














4

1
A

2

1
A

4

1
A 321

,

ò. å. ìû äîëæíû â îäíîé ÷åòâåðòè âñåõ ñëó÷àåâ ïèñàòü öèôðó 1, â
ïîëîâèíå ñëó÷àåâ 2 è â îñòàëüíîé ÷åòâåðòè ñëó÷àåâ 3.

Çíàÿ öåíó èãðû ν = 5, ìîæíî óæå èçâåñòíûìè ñïîñîáàìè íàéòè
îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïðîòèâíèêà:

S
B
* = 






3

3

2

2

1

1

q

B

q

B

q

B
.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ íàøèìè ëþáûìè äâóìÿ �ïîëåçíûìè�
ñòðàòåãèÿìè (íàïðèìåð, A2 è A3) è íàïèøåì óðàâíåíèÿ:

2q1 + 9q2 = 5;
9q1 + 11(1 � q2 � q1) = 5,

îòêóäà q
1
 = q

3
 = 

4

1
; q

2
 = 

2

1
. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîòèâíèêà áóäåò

òàêîé æå, êàê íàøà:

S
B
* = 














4

1
B

2

1
B

4

1
B 321

.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé (íå ïðåîáðàçîâàííîé) èãðå.
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Äëÿ ýòîãî íóæíî òîëüêî îò öåíû èãðû ν = 5 îòíÿòü âåëè÷èíó L = 5,
ïðèáàâëåííóþ ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû. Ïîëó÷èì öåíó èñõîäíîé èãðû: ν0 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè îáåèõ ñòîðîí îáåñïå÷èâàþò
ñðåäíèé âûèãðûø, ðàâíûé íóëþ; èãðà â îäèíàêîâîé ìåðå âûãîäíà èëè
íåâûãîäíà äëÿ îáåèõ ñòîðîí.

5. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÒÓÀÖÈÉ Â
ÒÅÐÌÈÍÀÕ �ÈÃÐÛ Ñ ÏÐÈÐÎÄÎÉ�

5.1. Îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ èãðîâûõ çàäà÷ â òåðìèíàõ �èãðû ñ
ïðèðîäîé�

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàëèñü èãðîâûå ìîäåëè, â êîòîðûõ
â êà÷åñòâå îïïîíåíòà âûñòóïàë ïðîòèâíèê, ïðèíèìàþùèé ðåøåíèÿ è
âûáèðàþùèé ñòðàòåãèè ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì. Â ýêîíîìè÷åñêîé
ïðàêòèêå íåðåäêî ïðèõîäèòñÿ ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ, âûáèðàòü ñòðàòåãèè
íå èìåÿ èíôîðìàöèè î âîçìîæíîì ñîïåðíèêå â óñëîâèÿõ
íåîïðåäåëåííîñòè è ðèñêà. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ñèòóàöèé
ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò èãð ñ �ïðèðîäîé�. �Ïðèðîäà�
â òåîðèè èãð  � îáúåêòèâíàÿ äåéñòâèòåëüíîñòü, íåêàÿ
íåçàèíòåðåñîâàííàÿ ñòîðîíà, �ïîâåäåíèå� êîòîðîé íåèçâåñòíî, íî, âî
âñÿêîì ñëó÷àå, íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà ñîçíàòåëüíîãî ïðîòèâîäåéñòâèÿ
íàøèì ïëàíàì.

Ôîðìàëüíî èçó÷åíèå èãð ñ �ïðèðîäîé�, òàê æå êàê è ñòðàòåãè÷åñêèõ,
äîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ ïëàòåæíîé ìàòðèöû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ, ïî
ñóùåñòâó, íàèáîëåå òðóäîåìêèì ýòàïîì ïîäãîòîâêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.
Îøèáêè â ïëàòåæíîé ìàòðèöå íå ìîãóò áûòü êîìïåíñèðîâàíû íèêàêèìè
âû÷èñëèòåëüíûìè ìåòîäàìè è ïðèâåäóò ê íåâåðíîìó èòîãîâîìó
ðåçóëüòàòó.

Îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü èãðû ñ ïðèðîäîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â
íåé ñîçíàòåëüíî äåéñòâóåò òîëüêî îäèí èç ó÷àñòíèêîâ, â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ íàçûâàåìûé èãðîêîì 1. Èãðîê 2 (ïðèðîäà) ñîçíàòåëüíî ïðîòèâ
èãðîêà 1 íå äåéñòâóåò, à âûñòóïàåò êàê íå èìåþùèé êîíêðåòíîé öåëè è
ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþùèé î÷åðåäíûå �õîäû� ïàðòíåð ïî èãðå.
Ïîýòîìó òåðìèí �ïðèðîäà� õàðàêòåðèçóåò íåêóþ îáúåêòèâíóþ
äåéñòâèòåëüíîñòü, êîòîðóþ íå ñëåäóåò ïîíèìàòü áóêâàëüíî, õîòÿ âïîëíå
ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ �èãðîêîì� 2 äåéñòâèòåëüíî ìîæåò
áûòü ïðèðîäà (íàïðèìåð, îáñòîÿòåëüñòâà, ñâÿçàííûå ñ ïîãîäíûìè óñ-
ëîâèÿìè èëè ñ ïðèðîäíûìè ñòèõèéíûìè ñèëàìè).

Íà ïðèìåðå èãðû ñ ïðèðîäîé ðàññìîòðèì ïðîáëåìó çàãîòîâêè óãëÿ
íà çèìó.

Íåîáõîäèìî çàêóïèòü óãîëü äëÿ îáîãðåâà äîìà. Êîëè÷åñòâî
õðàíèìîãî óãëÿ îãðàíè÷åíî, è â òå÷åíèå õîëîäíîãî ïåðèîäà äîëæíî
áûòü ïîëíîñòüþ èçðàñõîäîâàíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
íåèçðàñõîäîâàííûé çèìîé óãîëü ëåòîì ïðîïàäàåò. Ïîêóïàòü óãîëü ìîæíî
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â ëþáîå âðåìÿ, îäíàêî ëåòîì îí äåøåâëå, ÷åì çèìîé. Íåîïðåäåëåííîñòü
ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåèçâåñòíî, êàêîé áóäåò çèìà: ñóðîâîé, òîãäà ïðèäåòñÿ
äîêóïàòü óãîëü, èëè ìÿãêîé, òîãäà ÷àñòü óãëÿ ìîæåò îñòàòüñÿ
íåèñïîëüçîâàííîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ó ïðèðîäû íåò çëîãî óìûñëà è îíà
íè÷åãî ïðîòèâ ÷åëîâåêà �íå èìååò�. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîëãîñðî÷íûå
ïðîãíîçû, ñîñòàâëÿåìûå ìåòåîðîëîãè÷åñêèìè ñëóæáàìè, íåòî÷íû è
ïîýòîìó ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè òîëüêî êàê
îðèåíòèðîâî÷íûå ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà èãðû ñ ïðèðîäîé àíàëîãè÷íà ìàòðèöå

ñòðàòåãè÷åñêîé èãðû: À = ijα , ãäå  α
ij
 � âûèãðûø èãðîêà 1 ïðè

ðåàëèçàöèè åãî ÷èñòîé ñòðàòåãèè i è ÷èñòîé ñòðàòåãèè j èãðîêà 2
(i = 1, ..., m;  j = 1, ..., n).

Íà ïåðâûé âçãëÿä îòñóòñòâèå îáäóìàííîãî ïðîòèâîäåéñòâèÿ
óïðîùàåò èãðîêó çàäà÷ó âûáîðà ðåøåíèÿ. Îäíàêî, õîòÿ ëèöó,
ïðèíèìàþùåìó ðåøåíèå (ËÏÐ) íèêòî íå ìåøàåò, åìó òðóäíåå îáîñíîâàòü
ñâîé âûáîð, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò íå
èçâåñòåí.

Ìåòîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â èãðàõ ñ ïðèðîäîé çàâèñÿò îò õàðàêòåðà
íåîïðåäåëåííîñòè, òî÷íåå îò òîãî, èçâåñòíû èëè íåò âåðîÿòíîñòè
ñîñòîÿíèé (ñòðàòåãèé) ïðèðîäû, ò.å. èìååò ëè ìåñòî ñèòóàöèÿ ðèñêà èëè
íåîïðåäåëåííîñòè. Íèæå áóäóò îïèñàíû ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå â îáîèõ
ñëó÷àÿõ.

5.2. Ïîíÿòèå ðèñêà

Ðàññìîòðèì îðãàíèçàöèþ è àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èãðû ñ
ïðèðîäîé. Ïóñòü èãðîê 1 èìååò m âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé: À

1
, A

2
,..., À

m
, à ó

ïðèðîäû èìååòñÿ n âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé (ñòðàòåãèé): Ï
1
, Ï

2
, ..., Ï

n
, òîãäà

óñëîâèÿ èãðû ñ ïðèðîäîé çàäàþòñÿ ìàòðèöåé À âûèãðûøåé èãðîêà 1:

A
1
 = 























ααα

ααα
ααα

mn2m1mm

n222212

n112111

n21

...A

...............

...A

...A

Ï...ÏÏ

.

Ïëàòèò, åñòåñòâåííî, íå ïðèðîäà, à íåêàÿ òðåòüÿ ñòîðîíà (èëè
ñîâîêóïíîñòü ñòîðîí, âëèÿþùèõ íà ïðèíÿòèå ðåøåíèé èãðîêîì 1 è
îáúåäèíåííûõ â ïîíÿòèå �ïðèðîäà�).

Âîçìîæåí è äðóãîé ñïîñîá çàäàíèÿ ìàòðèöû èãðû ñ ïðèðîäîé: íå â
âèäå ìàòðèöû âûèãðûøåé, à â âèäå òàê íàçûâàåìîé ìàòðèöû ðèñêîâ
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R = 
n,mijr  èëè ìàòðèöû óïóùåííûõ âîçìîæíîñòåé. Âåëè÷èíà ðèñêà �

ýòî ðàçìåð ïëàòû çà îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñðåäû. Ìàòðèöà
R ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íåïîñðåäñòâåííî èç óñëîâèé çàäà÷è èëè íà
îñíîâå ìàòðèöû âûèãðûøåé À.

Ðèñê èãðîêà � ðàçíîñòü ìåæäó âûèãðûøåì, êîòîðûé îí ïîëó÷èë
áû, åñëè áû çíàë ñîñòîÿíèå �ïðèðîäû�, è âûèãðûøåì, êîòîðûé îí ïîëó÷èò
â òåõ æå óñëîâèÿõ, ïðèìåíÿÿ òó èëè èíóþ ñòðàòåãèþ. Ìàòðèöà ðèñêîâ �
òàáëèöà, â êîòîðîé çàäàíû ñòðàòåãèè èãðîêà, ñîñòîÿíèÿ �ïðèðîäû� è
ðèñêè ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèÿõ ñòðàòåãèé è ñîñòîÿíèé �ïðèðîäû�.

5.3. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû èãðû

Çíàÿ ñîñòîÿíèå ïðèðîäû (ñòðàòåãèþ) Ï
j
, èãðîê âûáèðàåò òó

ñòðàòåãèþ, ïðè êîòîðîé åãî âûèãðûø ìàêñèìàëüíûé, ò.å. r
ij
 = β

j
 � α

ij
, ãäå

β
j
 = max α

ij 
ïðè çàäàííîì j. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû âûèãðûøåé:

A =  


















2664À

3483À

9541À

ÏÏÏÏ

3

2

1

4321

 (1)

β1 = 4, β2 = 8, β3 = 6, β4 = 9.
Ñîãëàñíî ââåäåííûì îïðåäåëåíèÿì r

ij
 è β

j
 ïîëó÷àåì ìàòðèöó ðèñêîâ:

R = 


















7020À

6201À

0143À

ÏÏÏÏ

3

2

1

4321

. (2)

Íåçàâèñèìî îò âèäà ìàòðèöû èãðû òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàêóþ
ñòðàòåãèþ èãðîêà (÷èñòóþ èëè ñìåøàííóþ, åñëè ïîñëåäíÿÿ èìååò ñìûñë),
êîòîðàÿ áûëà áû íàèáîëåå âûãîäíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â èãðå ñ ïðèðîäîé ïîíÿòèå ñìåøàííîé
ñòðàòåãèè èãðîêà íå âñåãäà ïðàâîìåðíî, ïîñêîëüêó åãî äåéñòâèÿ ìîãóò
áûòü àëüòåðíàòèâíûìè, ò.å. âûáîð îäíîé èç ñòðàòåãèé îòâåðãàåò âñå
äðóãèå ñòðàòåãèè (íàïðèìåð, âûáîð àëüòåðíàòèâíûõ ïðîåêòîâ).

5.4. Îñíîâíûå êðèòåðèè âûáîðà ëó÷øåé ñòðàòåãèè

Íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îòñóòñòâèåì èíôîðìàöèè î
âåðîÿòíîñòÿõ ñîñòîÿíèé ñðåäû (ïðèðîäû), íàçûâàþò �áåçíàäåæíîé� èëè
�äóðíîé�.
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Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèëó÷øèõ ðåøåíèé èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå êðèòåðèè: ìàêñèìàêñà, Âàëüäà, Ñýâèäæà, Ãóðâèöà.

Ïðèìåíåíèå êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ êðèòåðèåâ
ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ìàòðèöû âûèãðûøåé (1) èëè ñâÿçàííîé ñ
íåé ìàòðèöû ðèñêîâ (2).

Êðèòåðèé ìàêñèìàêñà. Ñ åãî ïîìîùüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ,
ìàêñèìèçèðóþùàÿ ìàêñèìàëüíûå âûèãðûøè äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ
ïðèðîäû. Ýòî êðèòåðèé êðàéíåãî îïòèìèçìà. Íàèëó÷øèì ïðèçíàåòñÿ
ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé âûèãðûø, ðàâíûé

Ì = max max αij.
Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû À íàèëó÷øèì ðåøåíèåì áóäåò

A1, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé âûèãðûø � 9.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñèòóàöèè, òðåáóþùèå ïðèìåíåíèÿ òàêîãî

êðèòåðèÿ, â ýêîíîìèêå â îáùåì íåðåäêè, è ïîëüçóþòñÿ èì íå òîëüêî
áåçîãëÿäíûå îïòèìèñòû, íî è èãðîêè, ïîñòàâëåííûå â áåçâûõîäíîå
ïîëîæåíèå, êîãäà îíè âûíóæäåíû ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðèíöèïîì �èëè
ïàí, èëè ïðîïàë�.

Ìàêñèìèííûé êðèòåðèé Âàëüäà. Ñ ïîçèöèé äàííîãî êðèòåðèÿ
ïðèðîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àãðåññèâíî íàñòðîåííûé è ñîçíàòåëüíî
äåéñòâóþùèé ïðîòèâíèê òèïà òåõ, êîòîðûå ïðîòèâîäåéñòâóþò â
ñòðàòåãè÷åñêèõ èãðàõ. Âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ
çíà÷åíèå W = max min αij.

Äëÿ ïëàòåæíîé ìàòðèöû À (1) íåòðóäíî ðàññ÷èòàòü:
� äëÿ ïåðâîé ñòðàòåãèè (i = 1) min α

ij
 = 1;

� äëÿ âòîðîé ñòðàòåãèè (i = 2) min α
ij
 = 3;

� äëÿ òðåòüåé ñòðàòåãèè (j = 3) min α
ij
 = 2.

Òîãäà W = max min α
ij
  = 3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âòîðîé ñòðàòåãèè À

2
èãðîêà 1 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Âàëüäà, èç âñåõ ñàìûõ íåóäà÷íûõ
ðåçóëüòàòîâ âûáèðàåòñÿ ëó÷øèé (W = 3).

Ìàêñèìèííûé êðèòåðèé Âàëüäà � îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà,
ïðè êîòîðîé ìèíèìàëüíûé âûèãðûø ìàêñèìàëåí, ò.å. ñòðàòåãèÿ,
ãàðàíòèðóþùàÿ ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ âûèãðûø, íå ìåíüøèé, ÷åì íèæíÿÿ
öåíà èãðû.

Ýòî ïåðåñòðàõîâî÷íàÿ ïîçèöèÿ êðàéíåãî ïåññèìèçìà, ðàññ÷èòàííàÿ
íà õóäøèé ñëó÷àé. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ïðèåìëåìà, íàïðèìåð, êîãäà èãðîê
íå ñòîëü çàèíòåðåñîâàí â êðóïíîé óäà÷å, íî õî÷åò ñåáÿ çàñòðàõîâàòü îò
íåîæèäàííûõ ïðîèãðûøåé. Âûáîð òàêîé ñòðàòåãèè îïðåäåëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì èãðîêà ê ðèñêó.

Êðèòåðèé ìèíèìàêñíîãî ðèñêà Ñýâèäæà. Âûáîð ñòðàòåãèè
àíàëîãè÷åí âûáîðó ñòðàòåãèè ïî ïðèíöèïó Âàëüäà ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî
èãðîê ðóêîâîäñòâóåòñÿ íå ìàòðèöåé âûèãðûøåé À (1), à ìàòðèöåé ðèñêîâ
R (2):

S = min max ã
ij 
.

Äëÿ ìàòðèöû R (2) íåòðóäíî ðàññ÷èòàòü:



74
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

� äëÿ ïåðâîé ñòðàòåãèè (i = 1) max ãij = 4;
� äëÿ âòîðîé ñòðàòåãèè (i = 2) max ãij = 6;
� äëÿ òðåòüåé ñòðàòåãèè (i = 3) max ãij = 7.
Ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé èç ñàìûõ êðóïíûõ ðèñêîâ, ðàâíûé 4,

äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîé ñòðàòåãèè À1.
Êðèòåðèé ìèíèìàêñíîãî ðèñêà Ñýâèäæà � ðåêîìåíäàöèÿ

âûáîðà òîé ñòðàòåãèè, ïðè êîòîðîé âåëè÷èíà ðèñêà ïðèíèìàåò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå â ñàìîé íåáëàãîïðèÿòíîé ñèòóàöèè.

Êðèòåðèé îïòèìèçìà-ïåññèìèçìà Ãóðâèöà. Êðèòåðèé îïòèìèçìà-
ïåññèìèçìà Ãóðâèöà � ðåêîìåíäàöèÿ ïðè âûáîðå ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ
íåîïðåäåëåííîñòè íå ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ íè êðàéíèì ïåññèìèçìîì, íè
êðàéíèì îïòèìèçìîì. Êðàéíèå îöåíêè ó÷èòûâàþòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì,
âûáèðàåìûì ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé.

Ýòîò êðèòåðèé ïðè âûáîðå ðåøåíèÿ ðåêîìåíäóåò ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ
íåêîòîðûì ñðåäíèì ðåçóëüòàòîì, õàðàêòåðèçóþùèì ñîñòîÿíèå ìåæäó
êðàéíèì ïåññèìèçìîì è áåçóäåðæíûì îïòèìèçìîì. Ñîãëàñíî ýòîìó
êðèòåðèþ ñòðàòåãèÿ â ìàòðèöå À âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì:

ÍÀ = max { p min αij + (1 � p) maxaij},
ãäå ð � êîýôôèöèåíò ïåññèìèçìà (0 ≤ ð ≤ 1).

Ïðè ð = 0 êðèòåðèé Ãóðâèöà ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàêñíûì êðèòåðèåì,
à ïðè ð = 1 � ñ êðèòåðèåì Âàëüäà. Ïîêàæåì ïðîöåäóðó ïðèìåíåíèÿ
äàííîãî êðèòåðèÿ äëÿ ìàòðèöû À (1) ïðè ð = 0,5:

� äëÿ ïåðâîé ñòðàòåãèè
(i = 1)   0,5 (min α

ij
 +max α

ij
 ) = 0,5(l + 9) = 5;

� äëÿ âòîðîé ñòðàòåãèè
(i = 2)   0,5(min α

ij
 +max α

ij
) = 0,5(3 + 8) = 5,5;

� äëÿ òðåòüåé ñòðàòåãèè
(i = 3)   0,5(min α

ij
 + max α

ij
 ) = 0,5(2 + á) =  4.

Òîãäà Í
À
 = max {0,5(min α

ij
 +max α

ij
)} = 5,5, ò. å. îïòèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ

âòîðàÿ ñòðàòåãèÿ À
2
.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòðèöå ðèñêîâ R êðèòåðèé ïåññèìèçìà-
îïòèìèçìà Ãóðâèöà èìååò âèä:

Í
À
 = min { p max r

ij
 + (1 � p) min r

ij
}.

Ïðè p = 0 âûáîð ñòðàòåãèè èãðîêà 1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî óñëîâèþ
íàèìåíüøåãî èç âñåõ âîçìîæíûõ ðèñêîâ (min r

ij
); ïðè ð = 1 � ïî êðèòåðèþ

ìèíèìàêñíîãî ðèñêà Ñýâèäæà.
Â ñëó÷àå, êîãäà ïî ïðèíÿòîìó êðèòåðèþ ðåêîìåíäóåòñÿ ê

èñïîëüçîâàíèþ íåñêîëüêî ñòðàòåãèé, âûáîð ìåæäó íèìè ìîæåò äåëàòüñÿ
ïî äîïîëíèòåëüíîìó êðèòåðèþ, íàïðèìåð â ðàñ÷åò ìîãóò ïðèíèìàòüñÿ
ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíèõ âûèãðûøåé ïðè êàæäîé
ñòðàòåãèè. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü ñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà íåò.
Âûáîð ìîæåò çàâèñåòü îò ñêëîííîñòè ê ðèñêó ËÏÐ.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðåííûõ
âûøå êðèòåðèåâ íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé ìàòðèöû âûèãðûøåé:
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





















545585A

25258025À

20352075A

15153020A

ÏÏÏÏ

4

3

2

1

4321

.

Äëÿ èãðîêà 1 ëó÷øèìè ÿâëÿþòñÿ ñòðàòåãèè:
� ïî êðèòåðèþ Âàëüäà � À3,
� ïî êðèòåðèþ Ñýâèäæà � À2 è À3,
� ïî êðèòåðèþ Ãóðâèöà (ïðè ð = 0,6) � À3,
� ïî êðèòåðèþ ìàêñèìàêñà � À4.
Ïîñêîëüêó ñòðàòåãèÿ À3 ôèãóðèðóåò â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîé ïî òðåì

êðèòåðèÿì âûáîðà èç ÷åòûðåõ èñïûòàííûõ, ñòåïåíü åå íàäåæíîñòè
ìîæíî ïðèçíàòü äîñòàòî÷íî âûñîêîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåêîìåíäîâàòü ýòó
ñòðàòåãèþ ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î âåðîÿòíîñòÿõ
ñîñòîÿíèé ñðåäû òåîðèÿ íå äàåò îäíîçíà÷íûõ è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèõ
ðåêîìåíäàöèé ïî âûáîðó êðèòåðèåâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ â áîëüøåé ìåðå íå ñëàáîñòüþ òåîðèè, à íåîïðåäåëåííîñòüþ
ñàìîé ñèòóàöèè. Åäèíñòâåííûé ðàçóìíûé âûõîä â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ �
ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, íàïðèìåð, ïóòåì
ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé èëè ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðè îòñóòñòâèè
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ïðèíèìàåìûå ðåøåíèÿ òåîðåòè÷åñêè
íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàíû è â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ñóáúåêòèâíû. Õîòÿ ïðè-
ìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â èãðàõ ñ ïðèðîäîé íå äàåò àáñîëþòíî
äîñòîâåðíîãî ðåçóëüòàòà è ïîñëåäíèé â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ
ñóáúåêòèâíûì (âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà êðèòåðèÿ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ), îíî òåì íå ìåíåå ñîçäàåò íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åíèå
èìåþùèõñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ËÏÐ äàííûõ: çàäàåòñÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû, àëüòåðíàòèâíûå ðåøåíèÿ, âûèãðûøè è ïîòåðè ïðè ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèÿõ ñîñòîÿíèÿ �ñðåäà � ðåøåíèå�. Òàêîå óïîðÿäî÷åíèå
ïðåäñòàâëåíèé î ïðîáëåìå ñàìî ïî ñåáå ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ
êà÷åñòâà ïðèíèìàåìûõ ðåøåíèé.
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ÇÀÄÀÍÈß ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

1. Ñîñòàâüòå ëîãè÷åñêóþ ñõåìó áàçû çíàíèé ïî òåìå þíèòû.
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2. Ñîñòàâüòå ìàòðèöó ïðîìåæóòî÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà äëÿ ñèñòåìû èç ÷åòûðåõ îòðàñëåé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðîäóêöèÿ
ïåðâîé îòðàñëè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ:

� ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè âî âòîðîé îòðàñëè â êîëè÷åñòâå � 20 è
äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè â ÷åòâåðòîé îòðàñëè � 35;

� ïðîäóêöèÿ âòîðîé îòðàñëè èñïîëüçóåòñÿ â ïåðâîé îòðàñëè � 40, â
ñàìîé âòîðîé îòðàñëè �10, â òðåòüåé îòðàñëè �15;

� ïðîäóêöèÿ òðåòüåé îòðàñëè èñïîëüçóåòñÿ âî âòîðîé îòðàñëè � 12
è â ÷åòâåðòîé îòðàñëè � 25;

� ïðîäóêöèÿ ÷åòâåðòîé îòðàñëè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ
öåëåé òîëüêî â òðåòüåé îòðàñëè � 52.

3. Âïèøèòå íåäîñòàþùèå ýëåìåíòû â ìàòðèöó ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà:

Îòðàñëè 1 2 3 Èòîãî Êîíå÷íàÿ

ïðîäóêöèÿ

Âàëîâàÿ

ïðîäóêöèÿ

1 0 35 0 35 35 70
2 10 0 45 5
3 25 0 0 25 50

Èòîãî 35 65
×èñòàÿ

ïðîäóêöèÿ

35 5

Âñåãî 60 50
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4. Ïîñòðîéòå ñåòåâîé ãðàôèê ïðîåêòà ïî ñëåäóþùèì äàííüì:

5. Ðàññ÷èòàéòå ïëàíèðóåìóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîòû t
ij
, åñëè

îïòèìèñòè÷åñêàÿ îöåíêà äëèòåëüíîñòè ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 3 ÷àñà, à
ïåññèìèñòè÷åñêàÿ îöåíêà � 5 ÷àñîâ.

Ðàáîòà Êàêèì ðàáîòàì ïðåäøåñòâóåò
1 3
2 4
3 4
4 5
5 -
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6. Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîíÿòèÿìè è èõ îïðåäåëåíèÿìè.

8. Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàçâàíèåì çîíû è çíà÷åíèåì
êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåííîñòè.

Ïîíÿòèÿ Îïðåäåëåíèÿ

1. Ðàáîòà 1) ìîìåíò, çàâåðøåíèÿ êàêîãî-ëèáî
ïðîöåññà, îòðàæàþùèé îòäåëüíûé
ýòàï âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà

2. Îæèäàíèå 2) îäèí èç ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ ñåòåâîé
ìîäåëè, îçíà÷àþùèé ïðîòÿæåííûé âî
âðåìåíè ïðîöåññ, òðåáóþùèé çàòðàò
ðåñóðñîâ, èëè îæèäàíèå, èëè çàâèñè-
ìîñòü (ôèêòèâíàÿ ðàáîòà)

3. Çàâèñèìîñòü 3) ïðîòÿæåííûé âî âðåìåíè ïðîöåññ,
íå òðåáóþùèé çàòðàò òðóäà

4. Ïóòü 4) ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ èëè
íåñêîëüêèìè ðàáîòàìè (ñîáûòèÿìè),
íå òðåáóþùèìè çàòðàò òðóäà, ìàòåðè-
àëüíûõ ðåñóðñîâ èëè âðåìåíè

5. Ñîáûòèå 5) ëþáîé ïóòü, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâ-
ïàäàåò ñ èñõîäíûì ñîáûòèåì ñåòè, à
êîíåö � ñ çàâåðøàþùèì

6. Ïîëíûé ïóòü 6) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîò, â
êîòîðîé êîíå÷íîå ñîáûòèå êàæäîé
ðàáîòû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì ñîáû-
òèåì ñëåäóþùåé çà íåé ðàáîòû

7. Ïðåäøåñòâóþùèé ïóòü 7) íàèáîëåå ïðîäîëæèòåëüíûé ïóòü â
ñåòåâîì ãðàôèêå

8. Ñëåäóþùèé ïóòü 8) ïóòü îò íà÷àëüíîãî ñîáûòèÿ äî
äàííîãî ñîáûòèÿ ñåòè

9. Êðèòè÷åñêèé ïóòü 9) ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äàííîå ñîáûòèå
ñ çàâåðøàþùèì ñîáûòèåì ñåòè

Íàçâàíèå çîíû Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà
íàïðÿæåííîñòè

1) êðèòè÷åñêàÿ 1) íå áîëåå 0,6
2) ïîäêðèòè÷åñêàÿ 2) îò 0,6 äî 0,8

3) ðåçåðâíàÿ 3) áîëåå 0,8
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9. Ïîñòðîéòå ïëàòåæíóþ ìàòðèöó äåòñêîé èãðû êàìåíü - íîæíèöû -
áóìàãà. Óñëîâèå èãðû: äâîå èãðàþùèõ îäíîâðåìåííî íàçûâàþò îäèí
èç òðåõ ïðåäìåòîâ: êàìåíü, íîæíèöû èëè áóìàãó. Âûèãðûâàåò (ïîëó÷àåò
îäíî î÷êî) òîò, êòî íàçîâåò ïðåîäîëåâàþùèé ïðåäìåò. Êàìåíü
ïðåîäîëåâàåò íîæíèöû (òóïèò), íîæíèöû ïðåîäîëåâàþò áóìàãó (ðåæóò),
áóìàãà ïðåîäîëåâàåò êàìåíü (îáîðà÷èâàåò). Åñëè îáà èãðàþùèõ
íàçûâàþò îäèí è òîò æå ïðåäìåò, òî îáúÿâëÿåòñÿ íè÷üÿ.
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ÒÐÅÍÈÍÃ ÓÌÅÍÈÉ

1.Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹1

Çàäàíèå
Ïóñòü â íåêîåé ôàíòàñòè÷åñêîé ñòðàíå ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå

îòðàñëè: ïðîèçâîäñòâî êîìïüþòåðîâ è ïðîèçâîäñòâî ðîáîòîâ.
Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò äëÿ ýòèõ îòðàñëåé, åñëè â
ãîä â ìåñòíîé âàëþòå ïðîèçâîäñòâî êîìïüþòåðîâ äëÿ èçãîòîâëåíèÿ
êîìïüþòåðîâ ñîñòàâëÿåò 100, ïðîèçâîäñòâî êîìïüþòåðîâ äëÿ
ïðîèçâîäñòâà ðîáîòîâ � 300, îáùåå ïðîèçâîäñòâî êîìïüþòåðîâ 1000;
ïðîèçâîäñòâî ðîáîòîâ äëÿ ïðîèçâîäñòâà êîìïüþòåðîâ � 600,
ïðîèçâîäñòâî ðîáîòîâ äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ðîáîòîâ � 800, îáùåå
ïðîèçâîäñòâî ðîáîòîâ � 2500.

Ðåøåíèå

Ïðåäâàðèòåëüíî çàïîëíèòå òàáëèöó, ïîäîáðàâ ê êàæäîìó àëãîðèòìó
êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå èç äàííîãî çàäàíèÿ.

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 1.1
Ïóñòü ñîñòàâëåíà ìàòðèöà çàòðàòû � âûïóñê äëÿ äâóõ îòðàñëåé.

Ìàòðèöà èìååò âèä:
âàëîâûé
ïðîäóêò

 20200  1500   40000
     150    300     5000

Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò.

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé

ñèòóàöèè
ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé  xij

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:

õ11 = 100, õ12 = 300
õ21 = 600, õ22 = 800

2
Îïðåäåëåíèå îáúåìà ïðîèçâîäñòâà
îòðàñëè xj

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:
õ1 = 1000

õ2 = 2500

3
Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ
çàòðàò ïî ôîðìóëå: aij = xij/xj.

à11 = 100/1000 = 0,1
a12 = 300/2500 = 0,12
a21 = 600/1000 = 0,6
a22 = 800/2500 = 0,32
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Çàäàíèå 1.2
Ìàòðèöà ìåæîòðàñëåâûõ ñâÿçåé äëÿ òðåõ îòðàñëåé èìååò âèä:

320   240   520
 13    28     46
120    80   130

Âàëîâûé âûïóñê ïðîäóêöèè ïî îòðàñëÿì ñîîòâåòñòâåííî ðàâåí:
1500, 1000, 1800.

Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò.

Çàäàíèå 1.3
Ìàòðèöà ìåæîòðàñëåâûõ ñâÿçåé äëÿ òðåõ îòðàñëåé èìååò âèä:

400   160   30
500   140   25
200   210   40

Âàëîâûé âûïóñê ïî îòðàñëÿì ñîîòâåòñòâåííî ðàâåí: 2000, 560, 100.
Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò.
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Çàäàíèå 1.4
Ïóñòü èìåþòñÿ äâå îòðàñëè. Èñïîëüçîâàíèå ïðîäóêöèè ýòèõ îòðàñëåé

â ïðîèçâîäñòâå çàäàíî ìàòðèöåé:
20   80
30   25

Âàëîâûå âûïóñêè ñîîòâåòñòâåííî � 500 è 400.
Êàêîâû êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò?

2. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹2

Çàäàíèå
Ïóñòü ïðîèçâîäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ïðîäóêöèè äâóõ îòðàñëåé

çàäàíî ìàòðèöåé:
120   350
140   280

Âàëîâîå ïðîèçâîäñòâî ïåðâîé îòðàñëè � 3000, à âòîðîé � 1500.
Îïðåäåëèòå ðàçìåðû íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ.

Ðåøåíèå

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé

ñèòóàöèè
ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé  xij

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:
õ11 = 120, õ12 = 350

õ21 = 140, õ22 = 280

2
Îïðåäåëåíèå îáúåìà ïðîèçâîäñòâà
îòðàñëè xj

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:
õ1 = 3000

õ2 = 1500

3

Îïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ
íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ

ïî ôîðìóëå: i i ij
j

y x x= −∑ .

ó1 = 3000 � (120 + 350) = 2530
ó2 = 1500 � (140 + 280) = 1080
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Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 2.1
Ïóñòü ïðîèçâîäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ïðîäóêöèè äâóõ îòðàñëåé

çàäàíî ìàòðèöåé:
25    340
64    20

Âàëîâîå ïðîèçâîäñòâî ïåðâîé îòðàñëè � 900, à âòîðîé � 600.
Îïðåäåëèòå ðàçìåðû íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ.

Çàäàíèå 2.2
Â ñèñòåìå èç äâóõ îòðàñëåé ïðîäóêöèÿ ïåðâîé îòðàñëè èñïîëüçóåòñÿ:

äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè ïåðâîé îòðàñëè â ðàçìåðå 400 ó.å., äëÿ
ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè âòîðîé îòðàñëè � 500 ó.å., îñòàëüíîå èäåò íà
ýêñïîðò è ëè÷íîå ïîòðåáëåíèå; ïðîäóêöèÿ âòîðîé îòðàñëè: äëÿ
ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè ïåðâîé îòðàñëè � 700 ó.å., äëÿ ïðîèçâîäñòâà
ïðîäóêöèè âòîðîé îòðàñëè � 200 ó.å., îñòàëüíàÿ ïðîäóêöèÿ â ïðîöåññå
ïðîèçâîäñòâà íå ó÷àñòâóåò. Îïðåäåëèòå ðàçìåðû íåïðîèçâîäñòâåííîãî
ïîòðåáëåíèÿ, åñëè âàëîâîé ïðîäóêò ïåðâîé îòðàñëè ñîñòàâëÿåò 1200
ó.å., à âòîðîé � 1500 ó.å.
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Çàäàíèå 2.3
Ïðåäñòàâèì ñåáå ýêîíîìèêó, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ îòðàñëåé:

ìàøèíîñòðîåíèÿ, ëåãêîé è ïèùåâîé ïðîìûøëåííîñòè. Ïðîìåæóòî÷íîå
ïîòðåáëåíèå ïðîäóêöèè ìàøèíîñòðîåíèÿ â ñàìîì ìàøèíîñòðîåíèè �
170, â ëåãêîé ïðîìûøëåííîñòè � 100, â ïèùåâîé � 50. Ïðîìåæóòî÷íîå
ïîòðåáëåíèå ïðîäóêöèè ëåãêîé ïðîìûøëåííîñòè: â ìàøèíîñòðîåíèè �
30, â ëåãêîé � 10, â ïèùåâîé � íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïðîìåæóòî÷íîå
ïîòðåáëåíèå ïðîäóêöèè ïèùåâîé ïðîìûøëåííîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðèìåðå îòñóòñòâóåò. Âàëîâàÿ ïðîäóêöèÿ ìàøèíîñòðîåíèÿ � 400, ëåãêîé
ïðîìûøëåííîñòè � 70, ïèùåâîé � 40. Îïðåäåëèòå ðàçìåðû êîíå÷íîãî
èñïîëüçîâàíèÿ.

Çàäàíèå 2.4
Çàäàíà ìàòðèöà èñïîëüçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ïðîäóêòà â

ýêîíîìèêå, ñîñòîÿùåé èç òðåõ îòðàñëåé:
  340   0   250
  125   45  320
      0   25  125

Âàëîâûå âûïóñêè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: 1200, 1400, 170.
Íàéäèòå ðàçìåðû íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ.

3. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹3

Çàäàíèå
Èç ñáîðî÷íîãî öåõà íå ïîçäíåå 10 ìàÿ äîëæíà âûéòè ìàøèíà,

èçãîòîâëåííàÿ ïî ñïåöèàëüíîìó çàêàçó. Àíàëèç ñåòåâîãî ãðàôèêà
ïîêàçàë, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ñáîðêè äåòàëè ìîãóò áûòü äîñòàâëåíû
â öåõ íå ðàíåå 3 ìàÿ. Îïðåäåëèòå ïîëíûé ðåçåðâ ñáîðêè, åñëè
ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñáîðêè 5 äíåé.
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Ðåøåíèå

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 3.1
Îòãðóçêà òîâàðà íà÷íåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè âñåõ ïëàòåæíûõ äîêóìåíòîâ.

Äîñòàâêà òîâàðà ñî ñêëàäà, âêëþ÷àÿ îòãðóçêó, çàíèìàåò 4 ÷àñà. Ñàìûé
ðàííèé ñðîê ïîëó÷åíèÿ ïëàòåæíûõ äîêóìåíòîâ � 10 ÷àñîâ óòðà. Êàêîâ
ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè äîñòàâêè, åñëè ïîêóïàòåëü äîëæåí ïîëó÷èòü
òîâàð äî 18 ÷àñîâ òîãî æå äíÿ?

Çàäàíèå 3.2
Âûäà÷à êîìïëåêñíûõ îáåäîâ ìîæåò áûòü íà÷àòà òîëüêî ïîñëå òîãî,

êàê âñå áëþäà ãîòîâû. Ïîâàðà óñïåâàþò ïðèãîòîâèòü âñå áëþäà ñàìîå
ðàííåå ê 12 ÷àñàì. Â 15 ÷àñîâ ñòîëîâàÿ äîëæíà áûòü çàêðûòà. Íà
îáñëóæèâàíèå âñåõ æåëàþùèõ ïîîáåäàòü óõîäèò 2 ÷àñà. Îïðåäåëèòå
ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè âûäà÷è îáåäîâ.

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé

ñèòóàöèè
ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Îïðåäåëåíèå ñðîêà 
( )1
jT

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:
( )1

j
T  = 10 (ìàÿ)

2 Îïðåäåëåíèå ñðîêà 
( )0

j
T

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:
( )0
jT  = 3 (ìàÿ)

3 Îïðåäåëåíèå âðåìåíè tij
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:
tij = 5(äí.)

4

Ðàñ÷åò ïîëíîãî ðåçåðâà âðåìåíè
Rï(ij) ïî ôîðìóëå:

(1) (0)
( ) j j ijRn ij T T t= − − .

Rï(ij) = (10 � 3) � 5 = 2(äí.)
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Çàäàíèå 3.3
Äëÿ òîãî ÷òîáû íå íàðóøàëñÿ ãðàôèê äîñòàâêè êîððåñïîíäåíöèè,

îòäåë ñîðòèðîâêè ïèñåì äîëæåí çàêàí÷èâàòü ñâîþ ðàáîòó â 16 ÷àñîâ.
Êàêîâ ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè ñîðòèðîâêè, åñëè âñÿ ñîðòèðîâêà
çàíèìàåò 2 ÷àñà, à ïðèåì ïèñåì â îòäåë ñîðòèðîâêè ïðåêðàùàåòñÿ â
13 ÷àñîâ 30 ìèíóò?

Çàäàíèå 3.4
Îáùèé ãðàôèê ðàáîò ïðåäóñìàòðèâàåò, ÷òî êîðàáëü äîëæåí áûòü

ñïóùåí íà âîäó íå ïîçäíåå 5 èþíÿ. Ñïóñêó íà âîäó ïðåäøåñòâóåò
ïðîöåäóðà òùàòåëüíîãî êîíòðîëÿ, êîòîðàÿ äëèòñÿ 14 äíåé. Êîðàáëü áóäåò
ñîáðàí è ïåðåäàí äëÿ êîíòðîëÿ ñàìîå ðàíåå ê 15 ìàÿ. Îïðåäåëèòå
ïîëíîå ðåçåðâíîå âðåìÿ êîíòðîëÿ êîðàáëÿ. (Âñå êàëåíäàðíûå äíè
ñ÷èòàòü ðàáî÷èìè).
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4. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹4

Çàäàíèå
Îïðåäåëèòå äëèíó ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî ñîáûòèÿ 2 è 6, çàäàííîé

ñåòåâîé ìîäåëè.
Ðèñóíîê

Ðåøåíèå

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 4.1
Îïðåäåëèòå äëèíó ïóòè (3-5-7) ïî ôðàãìåíòó òàáëèöû:

Çàäàíèå 4.2
Îïðåäåëèòå äëèíó ïóòè 2-3-6-7-9-10 ïî ñëåäóþùèì äàííûì:

Ðàáîòà 1-2 1-3 2-3 2-4 3-4 3-5 4-6 5-6
Ïðîäîëæèòåëüíîñòü 5 3 6 4 2 2 5 8

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé

ñèòóàöèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1
Îïðåäåëåíèå ðàáîò, âõîäÿùèõ â ïóòü Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:

L1(2,6) = (2-4, 4-6)

2
Îïðåäåëåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè
ðàáîò, âõîäÿùèõ â ïóòü

Äëÿ L1: t(2-4) = 4, t(4-6) = 5
Äëÿ L2: t(2-3) = 6, t(3-4) = 2, t(4-6) = 5

3
Ðàñ÷åò äëèíû ïóòè ïî

ôîðìóëå: ,ij im jkL t= ∑
L1 = 4 + 5 = 9
L2 = 6 + 2 + 5 = 13

Ðàáîòà 3-5 5-7
Ïðîäîë æèòåëüíîñòü 5 3

Ðàáîòà 2-3 3-6 6-7 7-9 9-10
Ïðîäîëæèòåëüíîñòü 5 8 6 4 2
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Çàäàíèå 4.3
Îïðåäåëèòå äëèíó ïóòè èç ñîáûòèÿ 1 â ñîáûòèå 5 ïî ñåòåâîé ìîäåëè

Çàäàíèå 4.4
Îïðåäåëèòå äëèíó ïóòè èç ñîáûòèÿ 5 â ñîáûòèå 7 ïî ôðàãìåíòó

òàáëèöû ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò:

Ðàáîòà 1-2 2-3 2-4 3-6 4-5 5-6
Ïðîäîë æèòåëüíîñòü 5 6 4 4 2 8

Ðàáîòà 5-6 6-7 5-7
Ïðîäîë æèòåëüíîñòü 5 8 6
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5. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹5.

Çàäàíèå
Çàäàí ñåòåâîé ãðàôèê:

Îïðåäåëèòå äëèíó êðèòè÷åñêîãî ïóòè.
Ðåøåíèå

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 5.1
Ñåòåâàÿ ìîäåëü çàäàíà òàáëèöåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò:

5

2

4

¹

ï /ï Àëãîðèò ì

Êîíêðåòíîå  ñîîòâåòñòâèå  äàííîé

ñèòóàöèè  ïðåäëîæåííîìó  àëãîðèòìó

1 Îïðåäåëåíèå  ïåðå÷íÿ  ïîëí ûõ  ïóòåé

L1 = (1-2, 2-3, 3-5)
L2 = (1-2, 2-3, 3-4, 4-5)
L3 = (1-2, 2-4, 4-5)

2
Îïðåäåëåíèå  ïðîäîëæèòåëüíîñòåé

ðàáîò

Äëÿ  L1: t(1-2) = 8, t(2-3) = 2,t(3-5) = 3
Äëÿ  L2: t(1-2) = 8, t(2-3) = 2,t(3-4) = 2,
t(4-5) = 4
Äëÿ  L3: t(1-2) = 8, t(2-4) = 5, t(4-5) = 4

3 Ðàñ÷åò  äëèíû ïîëíûõ  ïóòåé

L1 =  8 + 2 + 3 = 13
L2 =  8 + 2 + 2 + 4 = 16
L3 =  8 + 5 + 4 = 17

4
Îïðåäåëåíèå  äëèíû êðèòè÷åñêîãî  ïóòè
ïî  ôîðìóëå Lêð  = max{13, 16, 17} = 17

Ðàáîòà 1-2 2-3 2-4 3-6 4-5 5-6
Ïðîäîë æèòåëüíîñòü 5 6 4 4 2 8
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Îïðåäåëèòå äëèíó êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Çàäàíèå 5.2
Ïî ñåòåâîìó ãðàôèêó îïðåäåëèòå äëèíó êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

2

4

2
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Çàäàíèå 5.3
Ïî ñåòåâîìó ãðàôèêó îïðåäåëèòå äëèíó êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Çàäàíèå 5.4
Çàäàíà ñåòåâàÿ ìîäåëü:

Îïðåäåëèòå äëèíó êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

12

2

3

2
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6. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹6

Çàäàíèå
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå íèæíþþ öåíó èãðû.

Ðåøåíèå

 Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 6.1
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå íèæíþþ öåíó èãðû.

B1 B2 B3

A1 3 6 4
A2 1 5 9
A3 7 2 8

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé
ñèòóàöèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Ïîñòðîåíèå ïëàòåæíîé ìàòðèöû ija

827

951

463

2
Ïîñòðîåíèå âåêòîðà αi ïî ôîðìóëå:

i jjamin=iα

α:

2827

1951

3463

3

Îïðåäåëåíèå íèæíåé öåíû α ïî
ôîðìóëå:

iimaxαα =

αi

2827

1951

3463

B1 B2 B3 B4

A1 0,25 0,35 0,40 0,10
A2 0,30 0,15 0,45 0,05
A3 0,40 0,50 0,25 0,15
A4 0,55 0,25 0,10 0,40
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Çàäàíèå 6.2
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå íèæíþþ öåíó èãðû.

Çàäàíèå 6.3
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå íèæíþþ öåíó èãðû.

7. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹7

Çàäàíèå
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé

Îïðåäåëèòü âåðõíþþ öåíó èãðû.

B1 B2 B3

A1 900 600 200
A2 1000 300 500
A3 700 400 1200

B1 B2

A1 1/3 1/4
A2 1/5 1/2

B1 B2 B3

A1 3 6 4
A2 1 5 9
A3 7 2 8
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Ðåøåíèå

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 7.1
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå âåðõíþþ öåíó èãðû.

Çàäàíèå 7.2
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå âåðõíþþ öåíó èãðû.

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé
ñèòóàöèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Ïîñòðîåíèå ïëàòåæíîé ìàòðèöû ija

827

951

463

2

Ïîñòðîåíèå âåêòîðà βj  ïî ôîðìóëå:

βj = i ji amax

967

827

951

463

  βj

3

Îïðåäåëåíèå âåðõíåé öåíû β  ïî
ôîðìóëå:

β = 
jmin βi

3 6 4

1 5 9

7 2 8

7 96

B1 B2 B3 B4

A1 0,25 0,35 0,40 0,10
A2 0,30 0,15 0,45 0,05
A3 0,40 0,50 0,25 0,15
A4 0,55 0,25 0,10 0,40

B1 B2 B3

A1 900 600 200
A2 1000 300 500
A3 700 400 1200
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Çàäàíèå 7.3
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå âåðõíþþ öåíó èãðû.

Çàäàíèå 7.4
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå âåðõíþþ öåíó èãðû.

B1 B2

A1 1/3 1/4
A2 1/5 1/2

B1 B2 B3

A1 900 600 200
A2 1000 300 500
A3 700 400 1200
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8. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹8

Çàäàíèå
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå ñåäëîâóþ òî÷êó èãðû.

Ðåøåíèå

B1 B2

A1 1 3
A2 -2 10

¹

ï/ï
Àëãîðèòì

Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé

ñèòóàöèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1
Ïîñòðîåíèå ïëàòåæíîé ìàòðèöû ija 1  3

-2 10

2

Îïðåäåëåíèå íèæíåé öåíû α ïî
ôîðìóëå:

α = maxi minj aij

(aij � çíà÷åíèÿ âûèãðûøà ïðè êàæäîé

ïàðå ñòðàòåãèé)

          α

2102

31

−−
1

3

Îïðåäåëåíèå íèæíåé öåíû β ïî

ôîðìóëå:

β = maxj mini aij

(aij � çíà÷åíèÿ âûèãðûøà ïðè êàæäîé

ïàðå ñòðàòåãèé)
β10

102-

31

1

4
Îïðåäåëåíèå ñåäëîâîé òî÷êè ν* ïî

ôîðìóëå: ν* = α = β
ν* = 1
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Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 8.1
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå ñåäëîâóþ òî÷êó èãðû.

Çàäàíèå 8.2
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå ñåäëîâóþ òî÷êó èãðû.

B1 B2 B3 B4

A1 3 5 2 4
A2 2 6 1 1
A3 1 2 0 3

B1 B2 B3 B4

A1 2 2 2 2
A2 1 2 3 4
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Çàäàíèå 8.3
Ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

Íàéäèòå ñåäëîâóþ òî÷êó.

Çàäàíèå 8.4
Îïðåäåëèòå ñåäëîâóþ òî÷êó èãðû, åñëè åå ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà èìååò

âèä:

9. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹9

Çàäàíèå
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå ÷àñòîòû ð
1
 è ð

2
 ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé À

1
 è À

2
 äëÿ

îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè èãðîêà À.

B1 B2 B3 B4

A1 20 35 60 40
A2 15 45 25 50

B1 B2 B3

A1 9 1 3
A2 7 5 8
A3 2 4 6

B1 B2

A1 1 -1
A2 -1 1
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Ðåøåíèå

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 9.1
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå ÷àñòîòû ð1 è ð2 ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé À1 è À2 äëÿ
îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè èãðîêà À.

Çàäàíèå 9.2.
Îïðåäåëèòå ÷àñòîòû ð

1
 è ð

2
 ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé À

1
 è À

2
 äëÿ

îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè èãðîêà À â èãðå, çàäàííîé ïëàòåæíîé
ìàòðèöåé:

¹
ï/ï Àëãîðèòì

Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé
ñèòóàöèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1
Ïîñòðîåíèå ïëàòåæíîé ìàòðèöû ija a11 = 1; a12 = -1;

a21 = -1; a22 = 1

2
Ðàñ÷åò ð1 ïî ôîðìóëå:

ð1 = (à22 � à21)/(à11 + à22 � à12 � à21)
p1 = (1 � (-1))/(1 + 1 � (-1) � (-1)) = 2/4 =
1/2

3
Ðàñ÷åò ð2 ïî ôîðìóëå:

ð2= 1 - ð1
ð2 = 1 � 1/2 = 1/2

B1 B2

A1 1 0
A2 0 1/2

B1 B2

A1 40 20
A2 30 60
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Çàäàíèå 9.3
Îïðåäåëèòå ÷àñòîòû ð1 è ð2 ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé À1 è À2 äëÿ

îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè èãðîêà À â èãðå, çàäàííîé ïëàòåæíîé
ìàòðèöåé:

Çàäàíèå 9.4
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

Îïðåäåëèòå ÷àñòîòû ð
1
 è ð

2
 ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé À

1
 è À

2
 äëÿ

îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè èãðîêà À.

10. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ íà óìåíèå ¹10

Çàäàíèå
Çàäàíà èãðà 2×2. Âåêòîð ïëàòåæåé ïðè ïðèìåíåíèè ïðîòèâíèêîì

ñòðàòåãèè Â
1
 ñîñòàâëÿåò {2, 1}. ×àñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ èãðîêîì À ÷èñòûõ

ñòðàòåãèé À
1
 è À

2
 ðàâíà è ñîñòàâëÿåò 0,5. Îïðåäåëèòå öåíó èãðû.

B1 B2

A1 2 0
A2 1 3

B1 B2

A1 3,5 2
A2 1 4,5
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Ðåøåíèå

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 10.1
Çàäàíà èãðà 2×2. Âåêòîð ïëàòåæåé ïðè ïðèìåíåíèè ïðîòèâíèêîì

ñòðàòåãèè Â1 ñîñòàâëÿåò {1, 0}. ×àñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ èãðîêîì À ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé À1 è À2 ðàâíà è ñîñòàâëÿåò 1/3 è 2/3. Îïðåäåëèòå öåíó èãðû.

Çàäàíèå 10.2
Èãðà çàäàíà ïëàòåæíîé ìàòðèöåé:

×àñòîòû ð
1
 è ð

2
 ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé À

1
 è À

2
 äëÿ îïòèìàëüíîé

ñìåøàííîé ñòðàòåãèè èãðîêà À ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1/2 è
1/2. Îïðåäåëèòå öåíó èãðû.

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé
ñèòóàöèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Îïðåäåëåíèå à11 è à21
à11 = 2
à21 = 1

2 Îïðåäåëåíèå ð1 è ð2
ð1 = 0,5
ð2 = 0,5

3
Ðàñ÷åò öåíû èãðû ïî ôîðìóëå:

ν = à11ð1 + à21ð2
ν = 2×0,5 + 1×0,5 = 1,5

B1 B2

A1 1 -1
A2 -1 1
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B1 B2

A1 40 20
A2 30 60

Çàäàíèå 10.3
Çàäàíà èãðà 2×2. Âåêòîð ïëàòåæåé ïðè ïðèìåíåíèè ïðîòèâíèêîì

ñòðàòåãèè Â1 ñîñòàâëÿåò {3,5; 1}. ×àñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ èãðîêîì À ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé À1 è À2 ðàâíà è ñîñòàâëÿåò 0,7 è 0,3. Îïðåäåëèòå öåíó èãðû.

Çàäàíèå 10.4
Îïðåäåëèòå öåíó èãðû, åñëè ÷àñòîòû ð

1
 è ð

2
 ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé

À
1
 è À

2
 äëÿ îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè èãðîêà À ðàâíû 0,6 è 0,4.

Ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà èãðû:
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